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Eldszo

Ez a jegyzet az Eszterhazy Karoly Féiskola Matematika, Programtervezé informa-
tikus, és Gazdasaginformatikus szakos hallgatoi szamara tartott Linearis algebra
I. eladasok konnyebb kivethetSségét szolgalja. Az anyag felépitésekor figyelem-
be vettiik, hogy a kurzus hallgatéi mér rendelkeznek alapvetd halmazelméleti és
fliggvénytani ismeretekkel, hiszen azok a megel6zd félévben a Kalkulus 1., illetve
Matematikai praktikum I. keretein beliil elhangzanak, de a jegyzet nagy része stabil
kozépiskolai ismeretek birtokdban is kovethets. Azokat az alapvets algebrai fogal-
makat és tételeket, melyekre a kés6bbiekben magyarazat nélkiil fogunk hivatkozni,
az els6 fejezetben gytjtottiik dssze. Aki az alapvets algebrai strukturak (csoport,
gylri, test) fogalmaival tisztaban van, ezt a fejezetet atugorhatja. Az utolso két fe-
jezet anyaga mar inkabb a Lineéris algebra II. targy témakdoréhez tartozik, a jegyzet
az ott targyalt anyaggal egyiitt valik majd teljes egésszé.

A matematika lényegében fogalomalkotasbol és a fogalmak kozotti logikai kap-
csolatok felderitésébdl all. Itt, amikor @j fogalom értelmezése torténik, magat a
fogalmat ddlt betiivel irjuk, ezen feliil a fontosabb, teljes precizitassal bevezetett
fogalmaknak kiemelt kornyezetet (Definicio) is biztositottunk. Az allitdsok megfo-
galmazasara tobbnyire tételként kiemelve keriil sor, de van, amelyet csak a kérnyezd
szoveg részeként, és néha bizonyitas nélkiil kozliink.

A fejezetek végén 1évs feladatok altaldban alapszintiiek, a targyalt anyag el-
mélyitésének mérését segitik. Azt javasoljuk, hogy az olvasé addig ne tekintsen
feldolgozottnak egy fejezetet, amig az ott kittizott feladatokkal gondjai vannak.

A jegyzet célja nem a linearis algebra egy minden eddigitdl eltérd felépitése,
hanem az, hogy az anyag targyalasa koézben felhivjuk a figyelmet a Maple kompu-
teralgebrai rendszer kinalta lehetGségekre is. A Maple a feladatok megoldasanak
nagyon j6 segédeszkoze, az elméleti anyag megértését is segitheti, de az emberi
gondolkodast nem helyettesiti. Feltételezziik, hogy az olvas6 a Maple felépitésé-
vel, hasznalatanak szintaktikai alapjaival tisztdban van, erre itt kiilon nem tériink
ki. Az esetek nagy részében a Maple LinearAlgebra csomagjaval dolgozunk, igy

annak betoltését, melyet a
> with(LinearAlgebra) ;
parancs segitségével lehet megtenni, alapértelmezettnek vessziik. A Maple paran-

csokat a toviabbiakban is ilyen kérnyezetben fogjuk feltiintetni, amennyiben a pa-

rancs outputja is érdekes, akkor azt kdzvetlen a parancs utén, kék szinnel jelenitjiik



meg. Az egyes fejezetekhez tartozo parancsok kiprobalasat javasoljuk dj munkala-
pon kezdeni.

Nem célunk a megemlitett Maple eljarasok lehetséges paraméterezéseinek teljes-
kord bemutatasa sem, az érdekl6ds olvaso arrdl a Maple stigojaban tajékozodhat.
Az altalunk irt eljarasoknél nem forditottunk gondot a hibakezelésre, az eljarasok

korrekt paramétereket feltételeznek.



1. Algebrai struktirak

Korabbi tanulméanyainkban megtapasztalhattuk, hogy miiveleteket nemcsak sza-
mokkal végezhetiink, hanem példaul halmazokkal, fiiggvényekkel, iranyitott szaka-
szokkal is. Ebben a fejezetben megprobalunk az objektumoktol elvonatkoztatni, és
csak a mtiveletekre, valamint azok tulajdonsagaira koncentralni.

Elgszor azt tisztazzuk, mit is értiink miveleten. A matematikaban mtveletvég-
zéskor tulajdonképpen az torténik, hogy egy halmazbol vesziink két elemet (ettél
lesz kétvaltozos a mitvelet), és ahhoz hozzarendeljiik ugyanazon halmaz valamely

elemét.

1.1. Definicié. Az S nemiires halmazon értelmezett kétvdltozés miveleten egy
f:SxS—=S5

fliggvényt értiink.

1.1. 4bra. Az S halmazon értelmezett kétvaltozos mivelet
S barmely két eleméhez egyértelmiien hozzarendel egy szintén
S-beli elemet

Ilymoédon az egész szamok halmazan az Gsszeadason, a szorzason, és a kivonason
kiviil mivelet lesz példaul a legnagyobb kozos 0szto képzése is. De nem lesz miivelet
az osztas, hiszen az nem hajthato végre barmely két egész szdmmal. Megjegyezziik,
hogy f helyett altalaban valamilyen ,miveleti jelet” (+,, U, N, x,*,...) irunk, és
ekkor f(a,b) helyett pedig az a + b,a - b,aUb,aNb,axb,ax*b,... szimbolumot

hasznaljuk.

1.2. Definicié. Az S halmazt a rajta értelmezett f1, fa,... miiveletekkel egytitt

algebrai struktirdnak nevezzik, és erre az (S, f1, fa,...) jelolést alkalmazzuk.

Tehat (R,+,-) egy algebrai struktura. Tovabba, ha H egy nemiires halmaz,

és P(H) jeloli H hatvanyhalmazat, R[z] az Osszes valos egylitthatos polinomok



halmazat, akkor (P(H),U) és (R[z],+,-) is algebrai strukttrak.

1.3. Definicié. Azt mondjuk, hogy az S halmazon értelmezett * mivelet asszoci-

ativ, ha minden a, b, c € S esetén
(axb)yxc=ax(bxc)

teljestl.

Asszociativ miivelet példaul az Osszeadas és a szorzés az egész szamok halma-
zén, az Osszeadas és a szorzas a polinomok halmazan, az Gsszeadas és a szorzas a
komplex szamok halmazéan, az uni6é egy nemiires halmaz hatvanyhalmazan, a fiigg-
vények kompozicioja, stb. Viszont a kivonas az egész szamok halmazéan, az osztés
a nemnulla valés szamok halmazan mar nem asszociativ miveletek.

A kovetkezd tétel azt allitja, hogy asszociativ mivelet esetén a zardjelezés sza-

badsiaga nemcsak harom, hanem tetsz6leges szamu elemre fennall.

1.4. Tétel. Ha az S halmazon értelmezett * mivelet asszociativ, akkor véges sok

elemen végrehajtott mivelet eredménye fiiggetlen a zdrdjelezéstdl.

Bizonyitds. Legyen n > 3 és ay,as,...,a, € S, és legyen
A=(...((a1 xaz) *xaz) *---) * an,

tovabba jeldlje az a1, asg, ..., a, elemeknek egy tetszbleges zardjelezés melletti mii-
veleti eredményét B. Az n szerinti teljes indukciéval megmutatjuk, hogy A = B.
Ez n = 3-ra az asszociativitas kovetkezménye. Most tegyiik fel, hogy n > 3, és
az allitas igaz minden haromnél nagyobb vagy egyenls és n-nél kisebb természetes
szamra. Vilagos, hogy B felirhaté C' * D alakban, ahol C és D legfeljebb n — 1
elem valamilyen zaré6jelezés melletti eredménye. Ha a D kifejezés csak az a,, elemet
tartalmazza, akkor B = C * a,, és az indukcios feltevést alkalmazva C-re B = A
adodik. Ha pedig D legalabb 2 elemet tartalmaz, akkor az indukcios feltevés szerint
D = E xa,, ahol E-ben az elemek szama méar csak legfeljebb n — 2. Alkalmazva az

asszociativitast, majd az indukcits feltevést C' *« E-re, kapjuk, hogy

B=CxD=Cx(Exa,)=(C*E)*a, =

=(...((ay xag) *az) * ) xa, = A.



1.5. Definicié. Azt mondjuk, hogy az (S, *) algebrai struktura félcsoport, ha x

asszociativ.
Tlyen pédaul az (N, +) és az (N, -), stb.

1.6. Definicié. Legyen * egy az S halmazon értelmezett mtivelet. Ha S-ben van
olyan e elem, hogy e * a = a és a x e = a teljesiilnek minden a € S esetén, akkor

ezt az e elemet (a * miveletre vonatkozo) neutrdlis elemnek nevezzik.

Ha a mivelet 6sszeadas, akkor a neutrélis elemet zéruselemnek, mig szorzas

esetén egységelemnek is nevezziik. Példaul

— az N,Z,Q,R halmazokon értelmezett Osszeadas és szorzas neutralis elemei

rendre a 0 és az 1;

— az R feletti (valos egyiitthatos) polinomok korében értelmezett Gsszeadas és
szorzés neutralis elemei rendre az azonosan nulla polinom és az f(z) = 1

polinom;

— egy H halmaz hatvanyhalmaza felett értelmezett unié mtiveletének a neutralis

eleme az iires halmaz;

— az egész szamok korében értelmezett legnagyobb kozos osztd miiveletének

neutralis eleme a 0.

Konnyen belathato, hogy egy algebrai struktiraban mtveletenként legfeljebb
egy neutralis elem lehet, ugyanis ha e és f is neutralis elemek volnanak a * m-
veletre nézve, akkor egyrészt e x f = e, masrészt e x f = f, melyekbdl a miivelet

eredményének egyértelmiisége miatt e = f kovetkezik.

1.7. Definici6. Legyen * az S halmazon értelmezett miivelet, melyre vonatkozo
neutralis elem az e. Azt mondjuk, hogy az S halmaz a elemének 1étezik inverze, ha
van olyan € S, hogy a *x = z xa = e teljesiil. Ekkor az x elemet az a inverzének

nevezziik és a~!-nel jelsljiik.

Ha a mivelet 6sszeadas, akkor az a elem inverzét szokis —a val is jel6lni és az
a ellentettjének nevezni. Ha a miivelet a szorzas, akkor az inverz elemet gyakran
reciproknak hivjuk.

A (Z,+) és (Z,-) félcsoportok koziil az els6ben a 2 inverze a —2, a méasodik-
ban azonban a 2 elemnek nem létezik inverze. Konnyt latni, hogy (Z,+) algebrai
strukturaban minden elemnek van inverze, a (Z,-)-ban csak a —1 és 1 elemeknek

létezik inverziik, és mindkettének az inverze 6nmaga.



1.8. Tétel. Legyen (S, x) neutrdlis elemmel rendelkezd félcsoport. Ekkor:

1. S minden elemének legfeljebb egy inverze van.

2. Ha az a € S-nek létezik inverze, akkor a=l-nek is, és (a=1)~! = a.

3. Ha aza ésb S-beli elemeknek létezik inverziik, akkor axb-nek is és (axb)~! =

=b"ltxg L

Bizonyitds.
1. Tegyiik fel, hogy b és c az a elem inverzei. Ekkor bxa =a*xb=c és cxa =
=a*xc=c¢eés

c=cxe=cx(axb)=(cxa)xb=exb=0.

1 1

2. Mivel axa™ ! = a~ ! *a = e, igy a tényleg inverze a~'-nek, és az el6z6 pont
értelmében nem létezik mésik inverz.

3. Az asszociativitas miatt

(axb)* (b P sxa™ ) =ax((bxb ) xat)=
=ax*(exa ') =axat =e,

és hasonléan kapjuk azt is, hogy (b=t xa™1)  (axb) =e. 0O

1.9. Definicié. Az S halmazon értelmezett * mivelet kommutativ, ha minden
a,b € S esetén

axb=>bxa.

Ahogy azt a kovetkezs tétel mutatja, a kommutativitas és asszociativitas egytitt

egy igen kényelmes szamolési lehetGséget biztosit.

1.10. Tétel. Kommutatitv félcsoportban véges sok elemen végrehajtott miuvelet

2

eredménye sem a zdrdjelezéstdl, sem az elemek sorrendjétdél nem figg.

Bizonyitds. Nyilvan, ha a mtiveletet véges sok elemen hajtjuk végre, abban barmely
két szomszédos elem sorrendje felcserélhets, ugyanis az el6z6 tétel miatt a zardjele-
zést iranyithatjuk tgy, hogy el6szor a szoéban forgd két elemen kelljen a mtiveletet
elvégezni, majd arra a két elemre alkalmazhatjuk a kommutativitast. Mivel szom-
szédos elemek véges sokszori felcserélésével az elemek barmely sorrendjéhez el lehet

jutni, az allitas igaz. O

1.11. Definicié. Azt mondjuk, hogy az (S, x) algebrai struktira csoport, ha x

asszociativ, S-nek van neutralis eleme, és S minden elemének 1étezik inverze.

10



Ha az (S, x) csoportban * kommutativ, akkor a csoportot kommutativ csoport-
nak vagy Abel-csoportnak nevezziik. Példaul a (Z, +), (Q,+), (Q\{0},-) (Miért kell
kivenni a nullat?), (T[z],+) algebrai strukturdk mindegyike Abel-csoport. Nem-
kommutativ csoportokra a késébbiekben fogunk példat latni.

Megjegyezziik, hogy az 1.8. tétel 3. része miatt egy neutrélis elemmel rendelkezd
S félesoport invertalhato elemeinek halmaza csoportot alkot a félcsoport mtiveletére
nézve. Ezt a félcsoport egységesoportjanak nevezziik, és U(.S)-sel jeloljiik. Példaul
Uz)={-1,1}.

Konnyen lathato, hogy ha csak a paros (2-vel oszthato) egészek halmazat te-
kintjiik, az szintén csoportot alkot az egész szdmok Osszeadasara nézve, ugyanis két

péros szam Osszege is paros, a 0 is paros, és minden péaros szam ellentettje is péros.

1.12. Definicié. Legyen (G, *) csoport és H egy részhalmaza a G-nek. Azt mond-
juk, hogy H részcsoportja G-nek, ha (H,x) is csoport, azaz H maga is csoportot

alkot a G-beli csoportmiiveletre nézve.

Mint az imént lattuk, a (Z,+) csoportnak a paros szdmok halmaza részcso-
portja. Annak eldontése, hogy egy részhalmaz részcsoport-e vagy sem, altalaban az

alabbi tétel segitségével torténik:

1.13. Tétel (Részcsoport-kritérium). A (G,*) csoport H nemiires részhalmaza

akkor és csak akkor részcsoport, ha bdrmely a,b € H esetén a=' xb € H.

Bizonyitds. Definicio szerint, ha H részcsoport, akkor barmely a,b € H esetén a~ !,

tovabba a~! * b szintén elemei H-nak.
Forditva, tegyiik fel, hogy tetszdleges a,b € H esetén a=! xb € H. A b helyett

1

a-t valasztva kapjuk, hogy e = a7 % a is benne van a H-ban, és ha b helyett e-t

1

L've = a ! is a H-ban van, tehat H minden

frunk, akkor azt kapjuk, hogy a~
elemének az inverze is H eleme. Ekkor viszont valaszthatunk a helyett a~'-t, igy
axb € H adodik, tehat x miivelet a H halmazon. Mivel az asszociativitas 6éroklédik

G-bdl, a bizonyitas készen van. O

A koévetkezGkben olyan algebrai struktirakkal foglalkozunk, melyekben mar két

kétvaltozos mivelet van.

1.14. Definicié. Az (S, +,-) algebrai struktarat gydrinek nevezziik, ha a kovet-

kez6 tulajdonsagok mindegyike teljesiil:

1. (S,4) Abel-csoport;

11



2. minden a,b,c € S esetén
a-(b+c)=a-b+a-c & (b+c)-a=b-a+c-a,

azaz a szorzas az Osszeadasra nézve mindkét oldalrol disztributiv.

Megjegyezziik, hogy a gytrimiveletek nem feltétleniil az Osszeadas és a szor-
zés kell, hogy legyenek, de mivel a legtébb esetben mégis azok, nem tartottuk
indokoltnak a definicioban absztrakt mtiveleti jelek hasznélatat. Gytrik példaul a
(Z,+,"), (R,+,-), (R[z],+,-) és a (P(H),A,N) algebrai struktirak. Ez utobbinal
A a halmazok szimmetrikus kiilonbségét jeloli, azaz AAB = (A\ B) U (B\ A). Itt
most a szimmetrikus kiilonbség jatssza az Osszeadas, mig a metszet pedig a szorzas

szerepét.

1.2. dbra. Gyitirtiben barmely két elem sszege mellett azok
szorzata is eleme a gytriinek

Teljes indukcidval kénnyen bizonyithato, hogy egy gytrd tetszéleges

a1, ,0m, b1,...,b, elemeire érvényes, hogy

<§Gi> ‘ jilbj Ziiai-bj.

i=1 j=1

Azt mondjuk, hogy a gydrid asszociativ, ha a - asszociativ; kommutativ, ha a -
kommutativ; egységelemes, ha (S, -)-nak van neutralis eleme.

A részcsoportokéhoz hasonldan értelmezziik a részgytrd fogalmat.

1.15. Definicié. Azt mondjuk, hogy az R gytrt egy H részhalmaza részqyirije

R-nek, ha maga is gytir az R-beli gytrtimtiveletre nézve.

1.16. Tétel (Reészgytirt-kritérium). A (R,+,-) gydrd H nemiires részhalmaza ak-
kor és csak akkor részgyidrid, ha bdrmely a,b € H esetén a — b és a - b is elemei
H-nak.

12



Részgyitirtije példaul a paros szamok halmaza az egész szamoknak, az egész
szamok a valos szamoknak a szok4sos miiveletekre nézve.
Most az egész szamok bizonyos részhalmazai segitségével konstrualunk djabb

gytriket. Legyen m egy rogzitett, egynél nagyobb egész szam, és legyen
Zm =10,1,...,m—1}.

Definialjuk a Z,,, halmazon az Gsszeadast és a szorzast a kovetkezSképpen: a + .,,b,
illetve a - ,,b alatt az a+ b, illetve ab egész m-mel valo osztési maradékat értjik. Az
egész szamokra vonatkozé maradékos osztas tétele és annak kovetkezményei miatt
+m és -, miveletek a Z,, halmazon, s6t, Z,, kommutativ és asszociativ egységele-
mes gylrd, melyet az egész szdmok modulo m szerinti maradékosztdaly gytrdjének

hivunk. Az 1.3 4bran megmutatjuk Zs,, az 1.4. Abran pedig a Zg Osszeado- és szor-

zOtablajat.
[+2 [O[1] [=2[0[1]
0 011 010
1 110 1 011
1.3. 4bra. Zy 6sszeadé- és szorzotablaja
[ +e [O[1[2[3[4]5] [[[0[1[2][3[4]5]
0 0112|345 0|jJo0j]0O]O]O|O0]O
1 11213141510 1 0112345
2 21314501 21101214 ]0]2|4
3 3145|012 31/0[3]013]|0]3
4 4151011213 4101141201412
5 5101112314 511015141321

1.4. dbra. Zg Ssszeado- és szorzétablija

1.17. Definicié. Az (R, +,-) gylrid egy nullatol kiilonbo6zs a elemét nullosztonak
nevezziik, ha van olyan nullatol kiilonb6z6 b € R, hogy a -b =0 vagy b-a = 0. Az

R gylrid nullosztomentes, ha nem tartalmaz nullosztot.

Konnyti 1atni, hogy a Zg gytiriben 2 - g3 = 0, tehat a 2 és a 3 nullosztok. A
kommutativ, asszociativ, egységelemes, nullosztomentes gytirtiket integritds-tarto-
mdnyoknak is nevezziik.

Emlékezziink vissza, hogy a valés szdmok nullosztémentességét erésen kihasz-

naltuk példaul az 2® —x = 0 egyenlet megoldasakor. Ugyanis a bal oldalt szorzatta
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alakitva x(2? — 1) = 0 adédik, ahonnan, mivel a valos szdmok korében egy szorzat
csak akkor 0, ha valamelyik tényez6je 0, mondtuk, z = 0 vagy 2 — 1 = 0 kdvetke-
zik. A gondolatmenet helyessége abbol kovetkezik, hogy ha egy R gytiri valamely a
elemének van inverze a szorzasra nézve, akkor az nem lehet nulloszt6. Ugyanis ha a
meégis nulloszt6 lenne, akkor lenne olyan b € R\ {0} elem, hogy ab = 0. Az egyenlet
mindkét oldalat a~!-nel balrél megszorozva b = 0 ad6dik, ami ellentmondas. Mivel
a valos szamok koérében minden nullatél kiillénb6zé elemnek van inverze, ezért R

tényleg nem tartalmaz nullosztot.
1.18. Definici6. Az (R, +,-) gy(rit testnek nevezziik, ha (R\{0}, ) Abel-csoport.

A kozépiskolaban megismert szamhalmazok koziil a racionalis szamok és a valos
szémok alkotnak testet a szokasos Osszeadasra és szorzasra nézve. Ezen két test

kozott tovabbi testek is 1éteznek: testet alkot példaul az
{a+bV2 : a,beQ}

halmaz is a valos szadmok Osszeadasara és szorzasara nézve. A valos szadmok tes-
ténél bévebb szamtestet kapunk, ha tekintjiik az a + bi alaka formalis kifejezések
halmazat, ahol a és b valos szamok, és ezek halmazan az Ssszeadast és a szorzast a

kovetkezképpen definialjuk:
(a+bi)+ (c+di)=(a+c)+ (b+d)i

(a4 bi)(c+ di) = (ac — bd) + (ad + be)i.

Ezek bizonyitasat az olvasora bizzuk. Az utobbi testet a komplex szdmok testének,
elemeit pedig komplex szamoknak nevezziik. A komplex szamok testét C fogja je-
161ni.

Van olyan test is, amely csak véges sok elembdl all. A legsziikebb ilyen a Zs. Be-
lathato, hogy Z,, pontosan akkor test, ha m prim (1.9. feladat).
Legyen T egy test, és T egységelemét jelolje 1. Azt a legkisebb n pozitiv egész
szamot, melyre
1+---+1=0,
n db
a T test karakterisztikdjdnak nevezziik. Ha nincs ilyen n, akkor azt mondjuk, hogy a

T test karakterisztikdja nulla. Vilagos, hogy a Q, R és a C testek karakterisztikaja 0,
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1.5. 4bra. Szamhalmazok

mig a Z, test karakterisztikdja p. A test nullosztéomentességét kihasznalva kdnnyen

igazolhato, hogy egy test karakterisztikdja vagy 0, vagy prim.

1.1. Feladatok

1.1. Feladat. Igazolja, hogy tetszéleges nemiires H halmaz félcsoport az axb = b

miivelettell Van-e mindig neutralis eleme?

1.2. Feladat. Igazolja, hogy (Q*,x) félcsoport, ahol QT a pozitiv raciondlis szé-

mok halmaza és
ab |

a+b

a*xb=
Van-e neutralis eleme?

1.3. Feladat. Csoport-e a (Z, ), ahol

a+b ha a péaros,
axb=

a —b ha a paratlan?

1.4. Feladat. Csoport-e a (R\ {—1},x*), aholaxb=a+ b+ ab?

1.5. Feladat. Legyen c egy rogzitett pozitiv valos szam. Igazolja, hogy (] — ¢, c[, *)

csoport, ahol

1.6. Feladat. Igazolja, hogy az
(AUB)\C=(A\CHU(B\(C) é C\(AUB)=(C\A)U(C\B)
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egyenlGségek koziil az egyik igaz tetszbleges A, B és C' halmazokra, a méasik nem!
Ez indokolja, hogy a gytri fogalmaban a disztributivitast mindkét oldalrol meg-

koveteljiik.

1.7. Feladat. Legyen H egy nemiires halmaz, és jelolje P(H) a H Osszes részhal-
mazainak halmazat. Igazolja, hogy P(H) gytrd, ha az Osszeadas a szimmetrikus

differencia, a szorzas pedig a metszetképzés!

1.8. Feladat. Irja fel Z, és Zs Osszeado- és szorzotablajat! Keressen nullosztokat

és invertalhato elemeket ezekben a gytirtikben!

1.9. Feladat. Igazolja, hogy Z,, egy k elemének pontosan akkor létezik inverze a

‘m Szorzésra nézve, ha k és m relativ primek!

1.10. Feladat. Mutassa meg, hogy minden kett6t6l kiillonb6z6 karakterisztikaja

testben az x + = = 0 egyenletnek az © = 0 az egyetlen megoldasal
1.11. Feladat. Igazolja, hogy {a + b\/5 : a,b € Z} részgyftirije (R, +, -)-nak!

1.12. Feladat. Igazolja, hogy (R x R, +, ") test, ahol
(a,b) + (¢,d) = (a+b,c+d) és (a,b) - (c,d) = (ac — bd, ab + bc).

1.13. Feladat. Vegyen egy tetszéleges négyelemi halmazt, majd vezessen be rajta

olyan Osszeadést és szorzast, melyre nézve testet alkot!
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2. Matrixok

Ebben a fejezetben egy olyan matematikai objektumot ismeriink meg, amely a jegy-
zet tovabbi részében végig kisér majd bennilinket, és a matematikan kiviil is nagy
jelentGséggel bir. Ez tulajdonképpen egy valamely T test elemeibdl allo, téglalap
alaki tablazat lesz. Akinek a test fogalma még tulsadgosan absztrakt, nyugodtan

gondolhat T elemeire, mint raciondlis (valds, vagy komplex) szamokra.

2.1. Matrixok értelmezése

2.1. Definicié. Legyenek m és n adott pozitiv egész szdmok, és legyenek a;;, ahol

1<i<meésl<j< n,egy rogzitett T test elemei. Az

aii a12 o A1n

a1 Q22 - G2p
A =

am1 Am2 - Omn

tablazatot m x n tipusa (T test feletti) mdtriznak nevezziik.

Ezek szerint egy m x n tipusi matrix egy olyan tablazat, melyben T-beli elemek

m szdmu sorban és n szami oszlopban vannak elrendezve. Példaul a

5o [1 —3 0 n]
2 75 8 11
tablazat tekinthets gy, mint egy valds szamok feletti 2 x 4 tipusd méatrix.
Megjegyezziik, hogy néha a ,testbsl” szoktunk kicsit engedni, és métrixnak te-
kintiink olyan téglalap alaka tabldzatokat is, melyben az elemek példaul polinomok,
fliggvények, vagy altalaban: valamilyen kommutativ és asszociativ gytirid elemei. A
tovabbiakban érdemes figyelemmel kisérni, hogy mely allitdsok bizonyitasaban van

kihasznalva az osztés elvégzésének lehetGsége, és melyek azok, amik a fenti gytriik

folott értelmezett matrixokra is igazak maradnak.

2.2. Definicid. Az aj1,a90,ass, ... elemeket a matrix fédtidgjiaban 1évs elemeinek
mondjuk, az a1, @Gm—1,2,0m—2,3, ... elemeket pedig a matrix mellékdtidgjdban 1évé

elemeinek. Egy matrixot diagondlisnak mondunk, ha minden olyan eleme, ami nem

a fGatlojaban van, nulla.
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A {6atlo tehat a bal fels6 sarokbol indulva atlosan lefelé, a mellékatld pedig a
bal als6 sarokbol atlosan felfelé indulva jarhato be. A B matrix f6atlojat az 1 és a

7,5, mig mellékatlojat a 2 és —3 elemek alkotjék.

2.3. Definicio. Az A matrix transzpondltjin az

ai1 a1 - aml
AT 12 Q22 - Am2
ain A2n e Anm

matrixot értjik.

Az AT matrix agy is felfoghaté, mint az a matrix, melyet az A matrix sora-

inak és oszlopainak felcserélésével kapunk. Az el6z§ példaban szereplé B matrix

transzponaltja
1 2
BT _ -3 75
0 83
T 11

2.4. Definici6. Két matrixot egyenldnek tekintiink, ha azonos tipustak, és azonos

indext elemeik megegyeznek.

Az A métrixot szimmetrikusnak nevezziik, ha AT = A. Az n x n tipusa matri-
xokat kvadratikus, vagy mas szoval négyzetes mdtrizoknak nevezzik.

Az A métrixot roviden ugy is irhatjuk, hogy [a,;], vagy ha a tipusat is hangsi-
lyozni akarjuk, [a;j]mxn, tovabbé az i-edik soranak j-edik elemét néha (A);;-vel is

jelsljiik.

2.2. A Gauss-eliminacio

Ebben a szakaszban a matrixokon bizonyos atalakitasokat végziink, melyek segitsé-
gével a matrixokat olyan alakra hozzuk, melyrsl — mint a késGbbiekben latni fogjuk

— szamos fontos jellemzGjiik ,leolvashatova” valik.

2.5. Definici6. Egy matrixon végrehajtott elemi sordtalakitdson a kévetkezs mii-

veletek valamelyikét értjiik:

— a matrix sorainak felcserélése,
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— egy sor minden elemének megszorzasa egy nullatol kiillonbozs skalarral (ska-

larokon a T test elemeit értjiik);
— egy sor skalarszorosanak hozzdadasa egy masik sorhoz.

Az A ~ B szimbo6lum azt fogja jeldlni, hogy az A métrixbdl a B megkaphato
véges sok elemi soratalakitassal. Konnyen belathato, hogy ~ ekvivalencia-relacio az
azonos tipust méatrixok halmazan. Emiatt, ha A ~ B teljesiil, akkor azt is mondjuk,

hogy az A és B métrixok sorekvivalensek.

2.6. Definici6. Egy matrix egy nem csupan nulla elemeket tartalmazo soranak

vezetd eleme alatt a sor els6 nullatol kiillonb6z6 elemét értjiik.

2.7. Definici6. Egy maétrixot lépcsds alakinak mondunk, ha teljesiilnek ra az

alabbi tulajdonsagok:

1. A nullatol kiilonbo6z6 elemet is tartalmazo sorok megel6zik a csupa nulla

elemekbdl 4116 sorokat.

2. Két egymast kovets, nem csupan nulla elemeket tartalmazo sor koziil az elsé

vezetG elemének oszlopindexe kisebb, mint a masodikeé.

A
201 -1 3
0 0 3 1
000 0 O

matrix példaul lépcsds alaku.

2.8. Definicié. Egy lépcsés alaki matrixot trapéz alakiunak neveziink, ha az egy-
mast kévets, nem csupan nulla elemeket tartalmazo sorok vezets elemei oszlopin-

dexeinek kiilonbsége 1.

A fenti lépcsSs alakt matrix nem trapéz alaka; a masodik és harmadik oszlopok
felcserélésével lehetne azza tenni. Altalaban is igaz, hogy lépcs6s matrix oszlopcse-
rékkel mindig trapéz alaktura hozhaté.

A Gauss-eliminacios modszer f6tétele a kovetkezs:
2.9. Tétel. Minden mdtrizhoz létezik vele sorekvivalens lépcsds alakid mdtriz.

Bizonyitds. Tulajdonképpen az itt leirt eljarast nevezzitk Gauss-elimindcionak. Va-

lasszuk ki az els6 olyan oszlopot, melyben van nullatol kiilonb6z6 elem. Ha nem
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eleve igy van, sorcserével elérhets, hogy ennek az oszlopnak az els§ eleme nullatol

kiilonbo6zd legyen. Ezutan az els§ sor alkalmas konstansszorosait a tobbi sorhoz

hozzéadva elérhetd, hogy a szoban forgd oszlop elemei a mésodiktél kezdédden

mind nullak legyenek. Takarjuk le az elsé sort, és alkalmazzuk a fenti eljarast a

megmaradt métrixra. Mivel a sorok szdma véges, igy az eljaras véges sok lépésben

véget ér, és nyilvanvaléan lépcsds alakt matrixot eredményez.

Példaként az

—_

—_

maétrixot hozzuk lépcsés alakra:

Ez a kovetkez§ 1épéseken keresztiil torténik:

= O N =

N = = O

-1
3
)

10

N o= O =

11

O

(2.1)

1. Megkeressiik az els§ olyan oszlopot, mely nem csupéan 0 elemeket tartalmaz:

az 1. oszlop az! Ennek elsg eleme nullatol kiilonb6zs, igy hozzaadva az elsé sor

alkalmas konstansszorosait a tobbi sorhoz elérhetd, hogy az elsG oszlop elsé

eleme alatt mindegyik elem 0 legyen. Ehhez az elsé sor felét kellene kivonni a

2. és 3. sorokbol, mely mar rogton az elején tortek megjelenését eredményezné.

Ehelyett inkabb felcseréljiik az elsd két sort, ennek kdszonhetSen az elsd oszlop

els6 elemének az oszlop Gsszes tobbi eleme a tobbszorose lesz.

2. Kivonjuk az els6 sor kétszeresét a mésodikboél, majd az els§ sort a negyedik-

bél. Az els6 oszloppal készen vagyunk, igy az elsd sort kitakarjuk.

3. Az algoritmust az elején folytatjuk: a megmaradt matrix elsé nullatol kilon-

b6z6 oszlopa a 2. oszlop. A megmaradt matrix elsd sorat kivonjuk a masodik-
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bol, majd az elsd sor kétszeresét a harmadikbol. Végiil az elsé sort kitakarjuk.

4. A megmaradt méatrix 4. oszlopa az els6 olyan, amely tartalmaz nullatol kiilon-
b6z elemet. Viszont ennek az oszlopnak (csak a ki nem takart részt tekintve)
az elss eleme 0, igy sorcserére van sziikség: a 1. és 2. sorokat felcseréljik. Mi-
vel igy a 4. oszlop 2. eleme 0, ezzel az oszloppal nincs tovabbi tennivaléonk,

megint kitakarhatjuk az elsé sort.

5. Mivel csak egyetlen ki nem takart sor maradt, az eljaras véget ért.

A 1épcsis alakhoz természetesen az els6 1épésben kényelmi okok miatt alkalmazott
sorcsere nélkiil is eljuthattunk volna. Az gy kapott lépcsGs alak természetesen kii-
16nbozne attol, melyet most kaptunk. Ez nem baj, csupan azt bizonyitja, hogy a
maétrixok 1épcsds alakja nem egyértelmi: ugyanazon métrixhoz tébb vele sorekvi-

valens lépcsés alakt méatrix is létezik.

2.10. Definici6é. Egy méatrixot redukdlt lépcsds alaki mdtriznak neveziink, ha tel-

jesiilnek ra az alabbi feltételek:
— lépcsés alaku,
— minden sor vezetd eleme 1,

— a vezet§ elemek oszlopaiban a vezetd elem kivételével mindegyik elem 0.

10 0 —2/3 4/3
1 ol o 10
: oo 1 13 173
00 0

Az

0 1 0 01

matrixok redukalt 1épcsds alakuak.

Egy matrix redukalt lépcsGs alakra hozaséhoz alkalmazzuk elészor a Gauss-
eliminaciot, melynek eredménye egy az eredetivel sorekvivalens, lépcsds alakit mat-
rix lesz. Ezt kovetGen osszunk el minden sort a vezetd elemével. Az igy kapott
méatrix 1épcsds alakit marad, és méar minden sor vezet$ eleme 1. A lépcsds alak
miatt a vezets elemek oszlopaban a vezets elem alatt eleve mindegyik elem 0, mér
csak a vezetd elemek folotti elemek kinullazasa sziikséges. Ez megtehets soronként
haladva: az els6 sor vezets eleme f6lott nincsenek tovabbi elemek, a tébbi sor-
ban a vezet§ elem f6l6tti nemnulla elemeket kinullazhatjuk tgy, hogy az adott sor
megfelel§ skalarszorosat a folotte 1évs sorokhoz adjuk. Ezt a modszert nevezziik
Gauss-Jordan-elimindcionak.

Igazoltuk tehat a kovetkezs tételt:
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2.11. Tétel. Minden mdtrixz elemi sordtalakitdsokkal redukdlt lépcsds alakra hoz-
hato.

Ellentétben a lépcs6s alakkal, a redukalt 1épcsés alak mar egyértelmi, azaz
minden maéatrixhoz pontosan egy vele sorekvivalens redukalt 1épcsé alaktt méatrix
létezik.

Térjiink vissza az

2 0 1 3 -1

1 1 -1 1
A= 0

0 -21 5 =3

1 -3 2 10 -5

maétrixhoz, melyet az el6bbiekben mar 1épcsds alakra hoztunk. Most folytatva on-

nan, ahol akkor abbahagytuk, meghatarozzuk A redukalt 1épcsés alakjat:

1 1 0 -1 1 11 0 11
a0 2 s 8] o1 —1/2 52 32

00 0 1 0 00 0 10

0 0 0 0 0 00 0 0 0

1 0 12 32 -1/2 10 1/2 0 —1/2

01 —1/2 —5/2 3/2 01 —-1/2 0 3/2
“lo o o 1 o | oo o 1 o

00 0 0 0 00 0 0 0

Els6ként minden sort elosztottunk a vezetd elemével. Ez csak a mésodik sorban
jelentett valtozast: azt —2-vel osztottuk. Ezt kdvetGen kinullaztuk a vezets elemek
folotti elemeket: a 2. sort kivontuk az els6bdl, majd a a 3. sor 3/2-szeresét vontuk

ki az els6bdl, végiil az 5/2-szeresét adtuk hozza a masodikhoz.

2.3. Kapcsol6dé Maple eljarasok

A Maple szamos lehetGséget biztosit matrixok megadésara. Ezek koziil csak a leg-

kézenfekvsbbeket kozoljiik, de eltte toltsiik be a LinearAlgebra csomagot:

> with(LinearAlgebra) :

1. Egy m x n tipusi métrix megadhat6 egy m elemd listaval, melynek elemei a

matrix sorai, mint n elemi listak:

> B:=Matrix([[1,-3,0,Pi],[2,7.5,83,11]1]1);

22



2. Megadjuk a méatrix tipusat, majd az elemeket egy listdban, sorfolytonosan:

> B:=Matrix(2,4,[1,-3,0,Pi,2,7.5,83,11]);

3. Egy tovabbi lehetdség sorfolytonos bevitelre:

> B:=<<1|-3|0|Pi>,<2]7.5|83]|11>>;

4. A B matrix oszlopfolytonos létrehozasa a kévetkezSképpen valdsithatd meg:

> B:=<<1,2>|<-3,7.5>]<0,83>|<Pi,11>>;
Barmelyik opcié mellett is dontiink, az output a kévetkezd:
[t 3 0 «
T2 75 83 11

Lesz majd arra is példa, amikor egy matrix elemeit a sor- és oszlopindexek

valamely fliggvénye segitségével képezziik. Ekkor a méatrixot igy is megadhatjuk:

> Matrix(3,3,(i,j)->(i-j)"2);

0 1 4
1 0 1
4 1 0

A B matrix elemeire természetesen sor- és oszlopindexének megadaséaval hivatkoz-

hatunk a kovetkezSképpen:

> B[1,4];

de a B[1] [4] is ugyanezt eredményezi. Egy méatrix tipusdnak megallapitasara a

RowDimension és ColumnDimension fliggvények szolgalnak. Példaul:

> RowDimension(B) ;

A Dimension fliggvény a sorok és oszlopok szamaval egyszerre tér vissza. Egy példa

a hasznalatara:

> m,n:=Dimension(B);

23



2,4

Ekkor az m valtoz6 a 2, mig az n a 4 értéket veszi fel.
Diagonalis matrixok megadasara a Maple kiiloén lehet&séget biztosit: megadhat-

juk egy listaban a f6atloban 1év6 elemeket, majd a matrix tipusat a kdvetkezSkép-

pen:

> DiagonalMatrix([1,2,-1],3,3);

o O
S N O
o

A B matrix transzponaltja a

> Transpose(B);

paranccsal érhetdé el.

Az A és B matrixok egyenléségére Maple-ben az is(A=B), illetve Equal(A,B)
paranccsal lehet rakérdezni, melyek a true és false valaszok egyikével térnek
vissza.

A Maple az elemi sor és oszlop atalakitdasok végrehajtasara a RowOperation és
ColumnQOperation parancsokat biztositja. Ezek mindhédrom atalakitas megvaldsitéa-
séra képesek, a paraméterezéssel adjuk meg, melyikre szeretnénk hasznalni. Az A

matrix
— i-edik és j-edik sorainak felcserélése:

> RowOperation(A, [i,j]);

— 1-edik soranak szorzasa c-vel:

> RowOperation(A,i,c);

— j-edik sora c-szeresének hozzdadésa az i-edik sorahoz:

> RowOperation(A, [i,j],c);

Ha oszlopokkal szeretnénk tenni ugyanezeket, akkor a RowOperation helyett a
ColumnOperation parancsot kell hasznalni, a paraméterezés természetesen ugyan-
az. Miel6tt példat néziink ezen parancsok hasznalatara, még annyit megjegyziink,
hogy alapértelmezésben a fenti parancsok eredménye egy 0j matrix, amely az A

méatrixtol éppen a paraméterekkel megadott modon tér el, az A matrix pedig a régi
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marad. Ha azt szeretnénk, hogy az atalakitds magéban az A matrixban valésuljon
meg, bévitsiik a paraméterlistat az inplace=true kifejezéssel.
A fenti parancsok alkalmazasaval trapéz alakra hozzuk a (2.1) métrixot. A

métrix bevitelével kezdiink:

> A:=Matrix([[2,0,1,3,-1],[1,1,0,-1,1],[0,-2,1,5,-3],[1,-3,2,10,-5]1);

2 0 1 3 —1

1 1 0 -1 1
A=

0o -2 1 5 -3

1 -3 2 10 -5

1. A Maple-t nem kell kimélni, igy a kézi szamolas elsé 1épésben megvaldsitott

sorcserét mell6zzik.

2. Kivonjuk az els6 sor felét a masodikbol, majd a negyedikbdl:

> RowOperation(A, [2,1],-1/2, inplace=true):
> RowOperation(A, [4,1],-1/2, inplace=true);

2 0 1 3 -1
1 5 3
0 -2 —3 3
0 -2 1 5 -3
3 17 9
0 =3 3 3 -3

3. Az eliminaciot a masodik oszloppal folytatjuk: a mésodik sor kétszeresét hoz-

zdadjuk a harmadikhoz, a haromszorosat pedig a negyedikhez:

> RowOperation(A,[3,2],2, inplace=true):
> RowOperation(A, [4,2],3, inplace=true);

2 0 1 3 -1

1 5 3
01 -3 -3 3
00 0 0 0
00 0 1 0

4. A 3. és 4. sorok felcserélése utan a nullatél kiilonbozs elemet is tartalmazo

sorok megel6zik a csupa nulla elemekbdl 4ll6 sorokat:

> RowOperation(A, [3,4], inplace=true);

2 0 1 3 -1

1 5 3
01 -3 -5 3
00 0 1 0
00 0 0 0
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5. Mostmar A lépcsGs alaku, a trapéz alak a 3. és 4. oszlopok felcserélésével

érhetd el:

> ColumnOperation(4, [3,4], inplace=true);

2 0 3 1 -1

5 1 3
01 -3 -3 3
00 1 0 0
00 0 0 0

Lathato, hogy a Maple altal adott eredmény eltér attol, melyet kézzel szamolva kap-
tunk, ami csupan annyit jelent, hogy a matrixok 1épcsGs alakja nem egyértelmd.
Ha beérjiik a 1épcsés alakkal, akkor a fenti metddust egyetlen paranccsal kivalt-
hatjuk. Mielstt kiprobaljuk, ne felejtsiik el az A matrixot djradefinialni, ugyanis
annak értéke az inplace=true paraméter alkalmazisa miatt mar nem az eredeti.

> A:=Matrix([[2,0,1,3,-1],[1,1,0,-1,1]1,[0,-2,1,5,-3],[1,-3,2,10,-5]1):

> GaussianElimination(A);

2 0 1 3 -1

1 5 3
01 -3 -3 3
00 0 1 0
00 0 0 0

Természetesen a Maple a redukalt 1épcsSs alak elérését is tdmogatja: Gauss-
Jordan eliminaci6 a ReducedRowEchelonForm parancs segitségével alkalmazhatd
az adott matrixon.

Végiil a GaussianEliminationTutor eljarasra hivjuk fel a figyelmet, amely
segitségével az eliminaci6 folyamatét 1épésrél-lépésre kovethetjiik:

> Student [LinearAlgebra] : -GaussianEliminationTutor (4) ;

Itt a Student [LinearAlgebral : - elGtag utal az eljarast tartalmazd csomag nevére.
Ez elhagyhato, ha a with(Student [LinearAlgebral) paranccsal a csomagot elére
betoltjiik.

2.4. Feladatok

2.1. Feladat. Hozza lépcsés, illetve redukalt 1épcsGs alakra az alabbi matrixokat!

2 1 1
2 1 -3 1 2 9 5 b2 =23
A= . B= ., C=11 3 —2 3|,
1 1 1 3 —4 2
2 4 -3 6
11 -1 2 2 6 2
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2.1. Abra. Gauss-eliminécio6 lépésrél-lépésre

2.2. Feladat. Irjon Maple eljarast (a GaussianElimination fiiggvény meghivasa

nélkiil), amely tetszSleges matrixot lépcsss, illetve redukalt 1épesds alakra hoz!
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3. A determinans

Ebben a fejezetben egy olyan fogalommal ismerkediink meg, amely a tovabbiak-
ban hasznos algebrai segédeszkoz lesz. Ehhez azonban sziikség van a permutéciok

néhany tulajdonsaganak megismerésére.

3.1. Permutéacié, mint bijektiv leképezés

A permutéci6 fogalma méar kozépiskolabol ismerds lehet:

3.1. Definicié. n darab kiillénb6z6 elem egy rogzitett sorrendjét az n darab elem

Konnyti belatni, hogy n elem 6sszes permutécioinak szdma n!.
Legyen M = {1,2, ...,n}, ahol n > 1 egész, és legyen i1,is,...,i, az 1,2, ..., n

szamok egy permutéicidja. Ekkor az az f fliggvény, melyre

f(l):Zh f(2):127 ey f(n):Zna

az M halmaz egy 6nmagara vald kolcsonosen egyértelmi leképezése. Példaul, ha
M = {1,2,3,4,5}, akkor a 2,5,4,1,3 sorrendhez tartozo f: M — M fiiggvény a
kovetkezs:

f() =2, f(2) =5, f3) =4, f(4) =1, f(5) =3,

melyet majd tgy fogunk jellni, hogy

(1 2 3 45
/= (2 5 4 1 3) '

A gondolatmenet megfordithato: ha f az M halmaz egy énmagéara valo kélcsondsen
egyértelm leképezése, akkor f(1), f(2),..., f(n) az 1,2, ..., n elemek egy atrende-
zése, vagyis permutacidja. Az 1,2, ... n szamok helyett n darab kiillonb6z6 elemet
tekintve bizonyitast nyert, hogy n kiilonb6z6 elem egy permutécidja nem mas, mint
az n elembdl 4ll6 halmaz egy onmagara valo kélesonosen egyértelmd leképezése.

Jelolje Sy az M halmaz Gsszes permutéciéinak halmazat. Konnyen meggy6z6d-
hetiink arrol, hogy (Sas,-) csoport, ahol a - miivelet a leképezések kompozicidja.
Ezt a csoportot az M halmaz teljes transzformdcio-csoportjanak nevezziik. Abban
a specialis esetben, mikor M = {1,2, ..., n}, n-ed fokid szimmetrikus csoportrol be-

széliink, melyet S),-nel jeloliink. Mint fentebb mér elérevetitettiik, S, egy f elemét
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a kovetkezd alakban fogjuk megadni:

f<1 2 .. n>
s f@ o fm))

Az alabbi példa Sg két elmének szorzasat szemlélteti:

1 2 3 4 5 6 123456\ (123456
2 5 6 1 3 4 6 32451/ \46 513 2
A szorzast — mint a leképezések szorzasat — jobbrol balra végezziik el: példaul a

mésodik permutacié az 1-hez a 6-ot, az els6 permutacié a 6-hoz a 4-et rendeli, ezért

rendel a szorzat 1-hez 4-et.

3.2. Definicié. Azt mondjuk, hogy az

o 1 2 ... n
f @ fn)
permutacioban a k és I elemek inverzidban dlinak, ha k < [, de f(k) > f(I).

Jelolje I(f) az f permutécio Osszes inverzidinak a szdmat. Azt mondjuk, hogy az

f permutéacio pdros, ha I(f) paros, egyébként f pdratlan.

f_123456
\2 561 3 4

permutacioban az 1 és 4, a2 és4,a2és5,a2és6,adés4, a3 ésb, valamint a

Példaul az

3 és 6 elemek allnak inverzioban. Tehat I(f) =7, igy f paratlan permutacio.
Most megmutatjuk, hogy ha egy permutéacioban két elem képét felcseréljiik,

akkor a permutécio paritésa az ellenkez§jére valtozik. Valoban, cseréljiik fel az

f:< 1 ... i ... i n)
fy e f@ e fG e fn)

permutaciéban az ¢ és a j képét. Ekkor a

permutaciohoz jutunk. A csere utan az i és a j elemek egyméas kozotti inverzidja
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biztosan megvaltozik. Tovabbéa kénnyen lathato, hogy az ¢ elem inverzidja egy @
és j kozott 1évs x szdmmal pontosan akkor valtozik meg (azaz ha nem voltak
inverzioban, akkor abban lesznek, ha abban voltak, nem lesznek), ha az x és j
kozotti inverzié is megvaltozik. Mas inverziokban nem torténik valtozas, igy végiil

a valtozasok szama paratlan. Paros permutéciobol tehat paratlan lesz, és forditva.

identikus permutéciobol kiindulva barmely permutaciohoz eljuthatunk csak elem-

4 5
1 3)°

Belathato, hogy az

parok egymaés utani cseréjével. Példaul ha

~

Il
N
N =
(2 B N}
- W

akkor a

/N
—_ =
NN
w W
NS
[
~__
VR
[ NI
=N

— s
=
N——
1

=W W w

3
3
3
4

W = e e
— Ot
\—/
-~
[N
[S2 B NSRS )

1
VR
NI
[0 )

cseresorozat alkalmas. Az identikus permutéacioban egyetlen inverzié sincs, igy az
péaros. Mivel elemek cseréjekor a paritas ellentettjére valtozik, igy paros permu-
tacibhoz paros szami elempéar-cserével, mig paratlanhoz paratlan szdmu cserével
juthatunk. Mi torténik, ha két paros permutaciot osszeszorzunk? Mivel a permu-
taciok szorzasa leképezések egymas utan vald elvégzését jelenti, igy péaros szamu
elemcsere utan még paros szamu elemcserét végziink, tehat a szorzat is paros lesz.
Ugyanigy kapjuk, hogy paratlan permutéicidk szorzata is paros, ellentétes paritasa
permutéacié szorzata pedig paratlan. Legyen f egy paros permutécio, és legyen f~1
az inverze. Ekkor ff~! = I, I paros, tehat f~!-nek is parosnak kell lennie. A fent

leirtak igazoljak, hogy a paros permutaciok S,-ben részcsoportot alkotnak.
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3.2. A determinans értelmezése

Vegyiink egy n x n tipust A = [a;;] matrixot, és vegyiik az S,, szimmetrikus csoport

f_(l 2 .. n)
S\ @ - fn)

elemét! Tekintsiik az els6 sor f(1)-edik elemét: a,s(1), a masodik sor f(2)-edik

egy tetszGleges

elemét: ag (o), és igy tovabb, végiil az n-edik sor f(n)-edik elemét: a, (). lly médon
minden sorb6l és minden oszlopb6l pontosan egy elemet vettiink. Szorozzuk Gssze
ezeket az elemeket:

a1f(1)A2f(2) " Anf(n)
majd valtoztassuk a szorzat elGjelét az ellentettjére, ha az f permutacié péaratlan!

Ha f paros, a szorzat valtozatlan marad. Ezen elGjelkorrekcié utan a szorzatunk

(=1)"aysyapa) - angen)
alaki. Készitsiik el ezeket a szorzatokat S, 6sszes elemére, majd adjuk Gket Gssze!
Az igy kapott Gsszeget nevezziik az A matrix determinansanak. Precizebben:

3.3. Definicié. Determindnson azt a T test feletti négyzetes matrixok halmazan

értelmezett, a T testbe képezd det fliggvényt értjlik, amely az

ai1 a2 - A1n

a21 57 A2n
A =

Gpl  Qp2  *°+  Qnp

métrixhoz a

det A=Y (=1)'Paypayanse) - ansm)
fesn

elemet rendeli. A det A elemet az A mdtriz determindnsdnak nevezziik.

Még egyszer hangsulyozzuk, hogy a determinans egy fiiggvény, mig egy adott
matrix determindnsa a T test egy eleme (ami altalaban egy szam).

A (—1)I(f)alf(1)a2f(2) “ Qg p(n) SzOTZAtot az A matrix determinansa (f permu-
taciohoz tartozo) tagjdnak nevezzik.

Konnyt belatni, hogy egy 1 x 1 tipust méatrix determinansa definicié szerint

nem mas, mint a matrix egyetlen eleme. Most megnézziik, hogyan szamithato ki
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egy 2 x 2 tipust matrix determinansa. Legyen

ailp a2
A= .
a21 A22

Az 1,2 elemeknek 2 permutacioja van:

f1=<1 ;) és f2=<; i>,

f1 inverzidinak szama 0, mig fo inverzidinak szama 1, ezért az fi-hez tartozo tag
(—=1)%aj1a20 = aj1as0, az fo-hoz tartozo tag pedig (—1)'aizaz = —ajzag. Az A

matrix determinansa ezek Osszege:
det A = a11a22 — a12G217 . (3].)

Igazoltuk tehat, hogy egy 2 x 2 tipusii matrix determinansat tgy is megkaphatjuk,

hogy a f6atloban 1évE elemek szorzatabol kivonjuk a mellékatloban 1évs elemek

szorzatat. Csupan a teljesség kedvéért alljon itt egy példa:
3 -2

det =3-5—(-2)-1=17.
1 5

Legyen most
a1l a2 ai3
A= lag ax a3
aszr azz2 ass
egy adott 3 x 3 tipusi matrix. Az A determindnsanak kiszamitasdhoz sziikségiink

van az S3 csoportra, melynek elemeit az alabbi tablazat els§ oszlopa tartalmazza.

32



+
a1

a21

azi

AN

-

+
a12

a32

> X
a22 a23 a21 a22
> X

+
a13 a1 a12

-

-
-

a33 azi a32

3.1. abra. 3 x 3 tipust matrix determinansanak kiszamitasa,

I I(f) | det A f-hez tartozo tagja

(1 2 3) 0 11022033
1 2 3

(1 2 3) 1 —a11a23a32
1 3 2

(1 2 3) 1 —a120G21033
2 1 3

(1 2 3) 2 12023031
2 3 1

<1 2 3) 2 13021032
3 1 2

(1 2 3) 3 —a13022031
3 2 1

Az A matrix determinénsa tehat a tablazat harmadik oszlopaban 1évs elemek Ossze-
ge:

det A = aj1a22a33 + ai2a23a31 + a13021032— (3.2)

— (a11G23032 — 412021033 — 13022031 -

Valoszinileg senkinek sem tamadt kedve ezt a képletet fejben tartani. Van azonban
egy modszer, mely segitségével a képlet konnyen rekonstrualhato. Irjuk az A matrix
mellé az els6 két oszlopat még egyszer, majd adjuk Gssze a fGatloban és a vele
parhuzamos atlokban 1év6 elemek szorzatait, és ebbdl az Gsszegbdl vonjuk ki a
mellékatloban, és a vele parhuzamos atlokban 1évs elemek szorzatait (lasd: 3.1.

abra)! Ekkor (3.2) szerint éppen az A matrix determinanséat kapjuk.
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Egy konkrét példa erre:

2 -1 3
det [1 4 -2 =2-4-(-1)+(-1)-(-2)-5+3-1-1—
5 1 -1

—3.4.-5-2-(=2)-1—(=1)-1-(=1) = —52.

Nagyon fontos, hogy az itt bemutatott modszerek csak 2 x 2, illetve 3 x 3 tipusi
matrixokon miikddnek. Természetesen nagyobb méretii matrixok determinénsét is
kiszamithatjuk definici6 szerint, de ott az altalanos esetben olyan formulat kapunk
eredményiil, melyet nem tudunk a fentiekhez hasonlé médon szemléltetni, kénnyen
megjegyezhetévé tenni. Nem beszélve arrdl, hogy egy 4 x 4 tipusi maétrix esetén
mér az Sy csoport 4! = 24 eleme paritasanak megallapitasa is elég faraszto lenne.
Ahhoz, hogy nagyobb métrixok determinansa is baratibb mennyiségi szamolassal

elérhet6évé valjon, a determinénst jobban meg kell ismerniink.

3.3. A determinans tulajdonsagai

Ebben a részben matrix alatt minden esetben egy T test feletti nxn tipust méatrixot

értiink, konstanson pedig T' egy tetszGleges elemét.

3.4. Tétel. Transzpondlt mdtriz determindnsa megegyezik az eredeti mdtrix deter-

mindnsdval.

Bizonyitds. Tekintsiik az A = [a;j]nxn €5 B = [b;j]nxn méatrixokat. Ekkor
det A=Y (-1)'Paysayazs@) - ansn)
fESH

és

det B =Y (=1)"Dbiy(1)bag(2) - -~ bug(m)-
gEeESH

Tegyiik fel, hogy B = A”. Ekkor

det AT = det B = Z (g) D18g(2)2 *** Qg(n)n-
gESH

Mivel transzponalaskor csupan sor-oszlop csere torténik, a determinéns értéké-

nek kiszamitasakor pedig olyan szorzatokkal dolgozunk, melyhez minden sorbél

34



és oszlopbol pontosan egy elemet vesziink, kovetkezik, hogy a det AT kiszamité-
sahoz hasznalt Osszes szorzat megjelenik az A determinansanak kiszamitasanal
is. A kérdés csak az, hogy az elGjeliik ugyanaz marad-e. Tegyiik fel, hogy az
a1f(1)02f(2) " " Anf(n) € Ag(1)10g(2)2 " " * Gg(n)n SZOTZatok ugyanazokat a tényezdket
tartalmazzak, csak mas sorrendben. Keressiik meg azt a j-t, melyre g(j) = 1; ekkor
j = f(1) is teljesiil. Végignézve ugyanezt a 2, ..., n szamokra is, lathatjuk, hogy az

f és g permutaciok egymas inverzei. Ekkor viszont a paritdsuk megegyezik. O

A tétel szerint tehat

1 2 3 1 3 1
det |3 -2 4| =det |2 -2 1],
1 1 2 3 4 2

melynek ellenérzése az eddig elmondottak jo gyakorlasa lehet az olvas6é szamara.
A fenti tétel értelmében a determinans kiszamitasaval kapcsolatos tovabbi té-

telekben a ,méatrix sora” helyett mindig mondhatunk ,métrix oszlopat” is.

3.5. Tétel. Ha egy mdtrixz eqy sordnak minden eleme nulla, akkor a mdtrix deter-

mindnsa s nulla.

Bizonyitds. A definiciobol latszik, hogy ha egy sor minden eleme nulla, akkor a
matrix determinansat adé 6sszeg minden tagjaban egy szorzotényezd biztosan nul-
la. O

3.6. Tétel. Ha eqy mdtrix egy sordt ugy vdltoztatjuk meg, hogy a sor elemeihez
konstansokat adunk hozzd, akkor az igy kapott mdtrixz determindnsa eqyenld az ere-
deti matrixz determindnsdnak, és azon mdtrixz determindnsdnak az dsszegével, mely-

nek a szoban forgd sordba csak a hozzdadott konstansokat irjuk, a tobbi sort pedig
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valtozatlanul hagyjuk. Formdlisan:

ail ai2 T QA1n
det |aj1 +c1 aipt+ca -+ aimten| =
L apnl (pn2 T Gnpn 1
ail @iz - Gin aip @12 - Gin
= det [e75} (275 B Qin, | + det (&1 Co s Cn | >
_anl Qp2 - ann_ _anl ap2 - ann_
ahol a jobb oldalon lévd dsszeq mdsodik tagjdban a ci,ca,...,cn elemek az i-edik

sorban vannak, és minden mds sorban az eredeti elemek szerepelnek.

Bizonyitds. Irjuk fel az eredeti métrix determinansat, majd alkalmazzuk a disztri-

butivitast:

DD Dayay - (aipay + epwy) - ang) =

fES,
=2 (0"arp) - aigy ang+
fESH
+ Z Daypay - er) - tngm)-
feSH

O

3.7. Tétel. Ha egy mdtriz eqy sordnak minden elemét megszorozzuk ugyanazzal a

¢ konstanssal, akkor a mdtrix determindnsa is c-szeresére vdltozik.

Bizonyitds. Szorozzuk meg egy matrix egy soranak minden elemét ugyanazzal a c
konstanssal! Ekkor a matrix determinansanak minden tagja pontosan c-szeresére
valtozik, ugyanis a szoébanforgd sorbol minden tag pontosan egy elemet tartalmaz.

Az 6sszegbdl c-t kiemelve a maradd rész nyilvan az eredeti métrix determinansa.
O

3.8. Tétel. Ha egy mdtrixz két azonos sort tartalmaz, akkor a determindnsa nulla.
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Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy az A = [a;j]nxn matrixban az i-edik és j-edik sorok
megegyeznek. Tekintsiik az A matrix determinansanak egy adott f permutaciéhoz

tartozo
Arfp(y - Aif@) " AifG) T Anf(n)

tagjat, igy elGjelkorrekcio nélkiil. Az i-edik és j-edik sorok egyenlGsége miatt

Arf) - Qif@)  dhf(g) T Anfn) = ALFL) T Gf6) T Gif(5) T Gnf(n)>

és ez utobbi szorzat pontosan a

1 ... i e oo n
g= . .
fQ G f@ e f(n)
permutaciohoz tartozo tag, elGjelkorrekcio nélkiil. Mivel az f és g permutéciok
pontosan két elem képében térnek el, paritasuk ellentétes. Tehat két azonos sort

tartalmazo6 matrix determinédnsénak minden tagjahoz hozzarendelhets egy maésik,

hogy a ketts Gsszege nulla, igy a determinans maga is nulla. O

3.9. Tétel. Ha egy madtrixz eqyik sora eqgy mdsik sordnak konstansszorosa, akkor a

matriz determindansa nulla.

Bizonyitds. Hasznalva az el6z6 tételeket

ail al2 co Aln ail a12 to Qln
a1 a;2 o Ain a1 ;2 o Ain
det | . . =c-det | : c |1 =0
cajl  cas2 o CQin ail a2 v Ain
LOnl an2 c ann | L&n1 Qn2 - Gnn |

O

3.10. Tétel. A determindns értéke nem vdltozik, ha egy mdtriz eqy sordhoz hoz-

zdadjuk egy mdsik sor konstansszorosdt.
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Bizonyitds. Szintén az el6z6 tételek kovetkezménye, hogy

ail a12 to Aln
a1 a2 s Ain
det . : : =
aj1+cas1 a2 +caiz - Gjn + CQin
L anl an2 t ann i
ail ai2 e Ain ail a12 e A1n
a;1 a;2 e Qin a1 a;2 o Ain
= det . . . + det . . X =
aj1  aj2 ot Gjn ca;1  casz -+ Cain
1Onl Qn2 - ann | LOnl an2 ce ann |
ai1 a2 - Gln
a;1 a2 Qin
= det
(1]1 (Z]‘Q (l]n
1An1l  Gn2 - Qnn |

O

Ez a tétel jol hasznalhato tobbek kozott a matrixban 1év6 ,nagy” szémok csok-

kentésére a kovetkezd értelemben: ha az

30 20 15 12
20 15 12 10
105 84 70 60
170 140 120 105

matrix elss oszlopabdl kivonjuk a masodikat (vagy ha tugy tetszik, a matrix els6

oszlopahoz hozzaadjuk a masodik —1-szeresét), a masodik oszlopbol kivonjuk a
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harmadikat, végiil a harmadikbol a negyediket, akkor az

10 5 3 12
5 3 2 10
21 14 10 60
30 20 15 105

Ay =

matrixot kapjuk, melynek determinénsa a fenti tétel értelmében megegyezik az A
maétrixéval. A hatast tovabb fokozhatjuk, ha az A; matrix elsé oszlopabol ismételten
kivonjuk a masodikat, a masodikbol a harmadikat, majd a negyedikbdl a harmadik

négyszeresét, de ennek elvégzése mar az olvaso feladata.

3.11. Tétel. Ha egy mdtriz két sordt felcseréljik, akkor a mdtrix determindnsa

eldjelet vdlt.

Bizonyitds. Vegyiink egy négyzetes matrixot! Adjuk hozza az i-edik sorhoz a j-
ediket, majd a j-edik sorbol vonjuk ki az i-ediket! Végiil az i-edik sorhoz adjuk
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hozza a j-ediket! A 3.9. és 3.10. tételek szerint

all a12

a1 a2

det

= det

—a;1

anl

ail

= —det

a1

anl

ai1 + aj1

ai2

a;2

an2

Aln

Ajn

—a;2

an2

3.4. Kifejtési tételek

Egy m x n tipust méatrix egy k-ad rendid aldetermindnsdn egy olyan k x k tipu-
st matrix determinansat értjiik, melyet az eredetibdl gy kapunk, hogy kivalasz-
tunk k£ darab sort és k darab oszlopot, és vessziik a kivalasztott sorok és oszlo-
pok metszéspontjain 1évs elemeket. Az n X n tipust A méatrix d aldetermindnshoz
tartozé d* komplementer aldetermindnsdn azon (n — k) x (n — k) tipusd matrix
determinansat értjiik, melynek alkotdelemei nem szerepelnek a kijel6lt sorokban il-

letve oszlopokban. Ha a kijelolt sorok illetve oszlopok indexei i1, . .

= det

aiz + ajo

aln

Ajn

a1l

a1 + aj1

Qin + Gjn

—Qin

ann

a12

an2

= det

a2 + aj2

—a;1

anl

aln

Qin + Gjn

Ajn

a12

—a;2

an2

akkor a d-hez tartozo adjungdlt komplementer aldetermindns

dT = (_1)i1+"‘+ik+j1+'“+jkd*.
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Példaul az

2 0 0 3

1 -1 4
A= X

-3 2 1 =5

1 1 2 -1

matrixban az 1. és 2. sorokat, valamint a 1. és 3. oszlopokat kivalasztva, azok

2 0
] 0

méatrix keletkezik, melynek determinansa 6. Ez tehat az A egy méasodrendii alde-

metszéspontjain a

terminansa. Az ehhez tartozo komplementer aldeterminans

az adjungélt komplementer aldeterminins pedig (—1)!T2+1+3.3 = 3,
Talan sejthets, hogy egy négyzetes matrix aldeterminénsaibol valahogyan els-
allithato kell legyen az eredeti matrix determinansa. Az alabbiakban azt nézziik

meg, hogyan.

3.12. Lemma. Tekintsiink egy n X n tipusi A mdtrizot és annak egqy d k-ad ren-
di aldetermindnsdt. Ha d eqy tetszéleges tagjdt megszorozzuk dt eqy tetszbleges
tagjaval, akkor det A egy tagjdt kapjuk.

Bizonyitds. El6szor az i1 = 1,...,4 = k és j1 = 1,...,jr = k esetet tekintjiik,
vagyis amikor az aldetermindnshoz tartozé métrix kivalasztasahoz az elsé k darab
sort és oszlopot valasztjuk. Legyen f € S, olyan permutacio, ami a k+ 1,...,n
elemeket fixen hagyja. Ez nyilvan felfoghato mint egy Sk-beli permutéacio, és d
ehhez tartozoé tagja

(=)™ Paray g

alaki. Hasonléan, ha g € S, az 1,...,k elemeket hagyja fixen, akkor d* g-hez

tartozo tagja

(=) "D ap i1 g(kt1) - Cngn)

alaka, ami (14 ---+ k) + (1 +--- + k) paros volta miatt éppen d™-nak is tagja. A

kett§ szorzata

(=) IOy 5 - appr) Ahs1,9(k41) * * Ang(n)s
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ami pontosan a det A fg permutacidéhoz tartozo tagja.

Tekintslik most az altaldnos esetet, amikor a kivélasztott sorok és oszlopok
i1,...,%% €8 J1,...,Jr indexei tetszblegesek. Ekkor az ¢; indextd oszlopot az Gsszes
6t megel6zGvel megceserélve i1 — 1 1épésben elérhetjiik, hogy az elsé helyre keriiljon.
Ugyanigy, az io indexii oszlop io — 2 oszlopcserével keriilhet a masodik helyre.

Folytatva az eljarast az Osszes sorra és oszlopra,
t=0G -+ + G-k +0G -1+ 4+ U —Fk)

szamu sor- illetve oszlopcserével elérhetjiik, hogy a kivalasztott aldeterminans a bal

fels§ sarokban jelenjen meg. Ha B jeloli az igy atrendezett matrixot, akkor
det A = (—1)'det B = (1) Titirt+ik dot B,

ahol a kitevébdl a biztosan paros tagokat mar elhagytuk. Ha « tagja d-nek, 8 pedig
d*-nak, akkor az el6z6ekben igazoltak miatt af tagja det B-nek és igy

(71)i1+"'+7;k+j1+"'+jka/@

tagja det A-nak. O

3.13. Tétel (Laplace-féle kifejtési tétel). Ha egy négyzetes matrizbol kivdlasztunk k
darab sort, és ezen sorok segitségével képezziik az 0sszes k-ad rendt aldetermindnst,
majd azokat mind megszorozzuk a sajat adjungdlt komplementer aldetermindnsdval,

akkor ezen szorzatok dsszege éppen a mdtrix determindnsa lesz.

Bizonyitds. Ha vesziink egy k-ad rendd d aldeterminénst az A négyzetes matrix-
bol, akkor az el6z6 lemma szerint d és dT tagjainak szorzatai tagjai det A-nak.

Ez k!(n — k)! darab tagot jelent aldeterminansonként. A kivalasztott k darab sor

(1) = m

k-ad rendd aldeterminans képezhetd, tehat dsszesen n! tagot kapunk. Mivel ezek a

segitségével viszont

tagok kiilonbozsek, és mind tagjai a det A-nak, az Osszegiilk nem lehet mas, mint
det A. O

Ha a fenti A matrix determinansat a matrix els6 két sora szerint fejtjiik ki, a
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kovetkezot kapjuk:

2 0 1 -5
det A =det L ] S(=1)HEIF2 et lQ +
[2 0 2 -5
+ det S(=1)ETIS L det +
1 3 1 -1
2 3 2 1
+ det (=)L et +
1 4 1 2
[0 0 -3 -5
+ det S(=1)PFEEES et +
-1 3 1 -1
[0 3 -3 1
+ det S(=1)PFEE et +
-1 4 1 2
[0 3 -3
+ det (=1)PFEST L et +
3 4 11

=(=2)-94+6-(=1)-3+5-3+0+3-(=1)-(=7)+(=9)-(=5) = 45.

A negyedik 6sszeadandé helyére azért irtunk csak 0-t, mert az aldeterminanst ki-
szamolva 0-t kaptunk, és ha egy szorzat egyik tényezGje 0, akkor mar a szorzat a
tovabbi tényezsktdl fiiggetleniil 0. Ezaltal megkiméltiik magunkat egy djabb 2 x 2
tipust matrix determinansanak kiszamitasatol.

Gyakran el6fordul, hogy a Laplace-féle kifejtési tételt csak egy sorra alkalmaz-

zuk. Ezt a verziot kiilon tételként is szokas megemliteni:

3.14. Tétel (Kifejtési tétel). Ha egy négyzeltes mdtriz egy sordnak minden ele-
mét megszorozzuk a hozzd tartozd adjungdlt komplementer aldetermindnssal, majd

ezeket a szorzatokat 0sszeadjuk, eredményil a mdtriz determindnsdt kapjuk.

Bizonyitds. Mivel egy métrix elsérendii aldeterminénsai éppen a matrix elemei, ez

a tétel nem mas, mint a Laplace-féle kifejtési tétel k = 1 esetén. O

Ha most az A matrix determinénsat annak egy sora szerint szeretnénk kifejteni,
akkor azt a sort célszerii valasztani, ami a legtobb nullat tartalmazza, ugyanis a
sor elemei determinansok el6tti szorzotényezéként jelennek meg, és amikor azok

nullak, a hozzajuk tartoz6 determinansok kiszamitasa sziikségtelenné valik. Tehat
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esetiinkben a kifejtést az elsG sor szerint érdemes megtenni:

-1 3 4 1 -1 3
det A=2-(—1)"".det| 2 1 —5|+0+0+3-(-1)'"*.det|-3 2 1
1 2 -1 1 1 2

A szamolas befejezését (melynek lényegi része a két 3 x 3 tipust méatrix determi-
nansanak valamilyen modszerrel valé meghatarozasa) az olvasora bizzuk.

A kovetkezd tétel pedig inkabb elméleti jelentSség.

3.15. Tétel (Ferde kifejtési tétel). Ha egy négyzetes mdtriz egy sordnak minden
elemét megszorozzuk eqy mdsik sor ugyanazon oszlopdban lévd eleméhez tartozo
adjungdlt komplementer aldetermindnssal, majd ezeket a szorzatokat Osszeadjuk,

eredményil nulldt kapunk.

Bizonyitds. Szorozzuk meg az A = [aij]an métrix i-edik sordnak minden elemét
az 1-t6l kiilonbozé j-edik sor megfelels elemeihez tarozé adjungalt komplementer

aldeterminansokkal, és legyen mindezek Gsszege t; ekkor
t=ainAj1+- -+ aindjn,

ahol Aj; jeloli az aj, elemhez tartozé adjungalt komplementer aldeterminanst.
Konnyen lathato, hogy ¢ értéke fiiggetlen a j-edik sor elemeitdl. Irjuk a j-edik sor
elemei helyére az i-edik sor elemeit, legyen az igy kapott matrix B. Ekkor ¢ nem
valtozik, és alkalmazva a kifejtési tételt a j-edik sorra, kapjuk, hogy ¢ = det B. De

mivel B két azonos sort tartalmaz, t = 0 adodik, amit bizonyitani kellett. O]

Még egyszer megjegyezziik, hogy mivel matrixnak és transzponaltjanak a de-
terminansa megegyezik, a kifejtési tételekben is mondhatunk sor helyett oszlopot.
Osszefoglalva, a kifejtési tételek arra kinalnak lehetséget, hogy egy n x n tipusi
maétrix determinénsara ,kisebb” matrixok determinansaibol kovetkeztessiink. Segit-
ségiikkel a determinans fiiggvény rekurzivan is megadhat6. Lathato azonban, hogy
shagy” matrixok determinasénak a kiszamitdsa még mindig nagyon sok szamolast

igényel.
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3.5. A determinans értékének kiszamitasa eliminacidval

3.16. Definicié. Egy négyzetes matrixot felsd hdromszégmdtriznak neveziink, ha

f6atloja alatt minden elem nulla:

aiy a2 -+ Qip

0 ax -+ a2
b

0 0 - apm

azaz a;; = 0 teljesiil minden olyan esetben, amikor ¢ > j; tovabba alsd hdromszog-

mdtriznaek, ha a f6atloja felett minden elem nulla:

ail 0 . 0
az az - 0

3
an1  ap2 e Ann

vagyis ha a;; = 0 barmely i < j esetén.
A fels6 haromszogmatrixok tehat pontosan a lépcsds alakil négyzetes méatrixok.

3.17. Tétel. Ha egy mdtriz felséd vagy alsé hdromszogmdtriz, akkor determindnsa

egyenld a féatloban lévd elemek szorzatdval.

Bizonyitds. Mivel a fels6 haromszdgmatrixok megkaphatok mint az als6 hédrom-
szogmaétrixok transzponaltjai, a 3.4. tétel értelmében elég csak alsdé haromszogmaét-

rixokra igazolni az allitast. Alkalmazva a kifejtési tételt az els sorra

ag; 0 .- 0 gy 0 - 0
as1 aze -+ 0 age asz -+ 0
det . 5 . = a1 det . . . ,
an1 an2 e Ann an?2 an3 e Ann
ahonnan az eljarast ismételve kapjuk az allitast. O

A 2.9. tétel szerint minden négyzetes matrix elemi soratalakitasokkal felsG hé-
romszOg alakura hozhaté. A 3.7., 3.10. és 3.11. tételek pedig megmondjak, hogy

mi torténik a determinénssal, ha a métrixon elemi soratalakitast hajtunk végre.
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Ily médon a Gauss-eliminécié altal eredményezett fels§ haromszogmaétrix deter-
minadnsabol mar koévetkeztethetiink az eredeti méatrix determinansara. A fejezet

zérdsaként kiszamitjuk az

2 0 0 3
1 -1 4
A= 3
-3 2 1 -5
1 1 2 -1
métrix determindnsat eliminéciés modszerrel is:
(1 -1 3 4] 1 -1 3 4
2 0 0 2 -6 -5
det A = —det = —det =
-3 1 -5 o -1 10 7
1 2 -1 0 2 -1 -5
1 -1 3 4] 1 -1 4 3
0 -6 -5 0O 2 -5 -6
0 7 45 0 0 45 7
_0 0 5 0 | 0 0 0 5

Most pedig leirjuk, hogy az egyes 1épésekben pontosan mit csinaltunk.

1. Els6 lépésben az els6 oszlop elsd elemével kellene az alatta lévéket eliminalni.
Ehhez kényelmi okokbol célszerti az elsé két sort felcserélni, ugyanis ekkor az
els6 oszlop els6 eleme 1 lesz, melynek minden alatta 1év6 elem tobbszorose.

Ekkor a determinéns elGjelet valt.

2. Kivonjuk az els§ sor kétszeresét a masodikbol, hozzaadjuk az els§ sor harom-
szorosat a harmadikhoz, végiil kivonjuk az els§ sort a negyedikbdl. Ekkor a

determinans nem valtozik.

3. Az els6 oszloppal készen vagyunk, az elsG sort képzeletben letakarjuk, azzal
méar nem kell foglalkoznunk. A mésodik oszlop fgatlo alatti elemeinek kinul-
lazasa kovetkezik. Itt most a kovetkezs két lehetGséget érdemes mérlegelni:
vagy hozzdadjuk a 2. sor felét a harmadikhoz (ekkor tortek is megjelennek),
és kivonjuk a masodik sort a negyedikbdl; vagy mint az els6 lépésben, elGszor
megcseréljik a méasodik és a harmadik sorokat és utana eliminalunk. Mi az

els6 mellett voksolunk, ekkor a determinans nyilvan nem valtozik.
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4. A harmadik oszlop kovetkezik, de ott az eliminacié elkeriilhetd, ha megcse-

réljiik a negyedik oszloppal. A determinans tjra elGjelet valt.

5. A jobb oldalon most méar egy fels§ haromszégmatrix determinansa &all, mely

értéke a fgatloban 1évé elemek szorzata, azaz 1-2-4,5 - 5.

Meég egyszer felhivjuk a figyelmet arra, hogy altalaban egy A matrix, és annak A’
lépcsts alakjanak determinénsai nem feltétlen egyeznek meg. Csak annyit mond-
hatunk, hogy az A’ determinansabol az A’ megkonstrualasahoz vezeté lépések is-

meretében megmondhatd az A determinansa.

3.6. Kapcsoloddé Maple eljarasok

Lévén a permutécié kombinatorikai fogalom, a Maple permutéaciok kezelésére hiva-

tott eljarasai a combinat csomagban taldlhatok. Kezdjiink most ennek betdltésével.
> with(combinat) :
Az {1,2,...,n} halmaz Osszes permutacioit a permute(n) parancs segitségével

lehet kiiratni. Az egyes permutaciok egy lista elemeiként jelennek meg, és a per-

mutéciok maguk is listak, agy, hogy az

I ( 1 2 - n )
f) f@2) - fn)
permutaciohoz az [f(1), f(2),..., f(n)] lista tartozik. Nézziik meg mondjuk az n =
= 3 esetet:

> permute(3);

1,2,3],[1,3,2],[2,1,3],[2,3,1],[3,1, 2], [3, 2, 1]]

Ha pedig a paraméter helyére egy lista keriil, akkor az eredmény a listaelemek

Osszes permutacioit tartalmazo lista lesz:
> permute([a,b,c]);

[la, b, ], [a,c,b], [b,a,c], b, c,al,[c,a,b],[c,b,al

Az 6sszes permutaciok szaméat megkaphatjuk a numbperm paranccsal, melynek pa-

raméterezése ugyanaz, mint a permute parancsé:

> numbperm(3) ;
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> numbperm([a,b,c,d,el);

120

Most frunk egy eljarast, amely segitségével meghatarozhatjuk egy adott permu-
tacid inverzidinak a szamét.

> Inv:=proc(perm)
local i,j,k;
k:=0;
for i from 1 to nops(perm)-1 do
for j from i to nops(perm) do
if perm[i] > perm[j] then k:=k+1 end if;
end do;
end do;
k;

end proc;
Probaljuk ki

> Inv([2,5,6,1,3,4]);

A determinans kiszamitasahoz mar sziikség lesz a LinearAlgebra csomagra is.
Toltsiik be!

> with(LinearAlgebra) :

El6szor a determinéns definiciéjanak elmélyitése érdekében irunk egy Maple elja-
rast, mely egyetlen paramétert var: egy négyzetes matrixot, és annak determinén-

saval tér vissza, melyet a definicioban leirt képlet szerint szdmol.

> MyDet:= proc(A)
local i,j,d,n,m,p,L;
d:=0;
n,m:=Dimension(A);
if n=m then
L:=permute(n);
for i from 1 to nops(L) do
p:=1;
for j from 1 to n do
p:=p*A[j,L[i,j]]:
end do;
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d:=d+(-1)~Inv(L[i])*p:
end do;
end if;

end proc;

Nem arulunk el nagy titkot azzal, hogy a Maple LinearAlgebra csomagja is biztosit
lehetGséget matrixok determinansanak meghatarozasara. A Determinant fliggvény
egyetlen kotelez$ paramétert var, egy négyzetes matrixot, visszatérési értéke pedig

az adott matrix determinansa. Probaljuk ki mindkettt!

> A:=Matrix([[3,-2],[1,5]]):
> MyDet (4) ;

17

> Determinant (A);

17

Mivel a Maple formalis szamolasra is képes, a fenti eljarasokkal a (3.1) és a (3.2)
formulak igazolasa is lehetséges. Az utébbihoz sziikség van egy altalanos, 3 x 3

tipustt matrixra:
> A:=Matrix (3,3, symbol=a);

a1 a2 a3
A= laz1 a22 a3

a3,1 az2 asz3
Ennek determinéansa:

> Determinant (A);

az output pedig a (3.2) formulaval egyenld.
Nézziink most egy kisérletet! Adjunk meg egy tetszés szerinti 8 x 8 tipusit méat-

rixot! Akinek ehhez nincs kedve, bizza a Maple-re:

> A:=RandomMatrix(8,8);

Az eredmény egy 8 x 8 tipusu matrix, legfeljebb kétjegyt egész szamokkal vélet-
lenszertien feltoltve. Szamitsuk ki az A determinansat a MyDet és a Determinant

fliggvény segitségével is! Mindkét fliggvény nyilvan ugyanazt az egész szamot ered-

ményezi, de nem ugyanannyi id6 alatt. Lathato, hogy a determinans definici6 szerint
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torténd kiszamitasa meglehetdsen szdmolasigényes, és igy lassii, a Determinant el-
jaras pedig gyorsan lefut, igy az biztosan nem definicié szerint szamol.
Természetesen a rendelkezésre allo memoria méretétsl fiigeg, de a MyDet fiiggvé-
nyilinknek egy 8 x 8 tipusi matrix mar feszegeti a hatarait. Jelenleg, 2013-ban
majdnem biztos, hogy az olvasé a sajat személyi szamitogépén nem tudja vele egy
100 x 100 tipust matrix determinansat kiszamitani. A baj ott van, hogy az S1g¢ cso-
port mind a 100! elemét elGallitani idSigényes, nem beszélve arrol, hogy a permute
fliggvény mindet egyszerre a memoriaban szeretné tartani, ami lehetetlen.

A Maple az aldeterminédnsok megkeresését is tamogatja, a vonatkozo eljarasokat

a 3.4. szakaszban vizsgalt A matrixon mutatjuk be.

> A:=Matrix([[2,0,0,3],[1,-1,3,4],[-3,2,1,-5],[1,1,2,-1]11);

2 0 0 3

1 -1 4
A= 3

-3 2 1 -5

1 1 2 -1

Ekkor a (3.3) almatrixot a

> SubMatrix (4, [1,2],[1,3]);

paranccsal kaphatjuk meg, ahol az elsé lista a kivalasztott sorok, a méasodik pedig
a kivalasztott oszlopok indexeit tartalmazza. Vigyazat! A SubMatrix parancsnal a
sor- és oszlopindexek sorrendje is szamit, mig a mi definicionk szerint nem. Mi az
almatrixban a sorok és oszlopok sorrendjét meghagyjuk gy, ahogy azok az eredeti

matrixban voltak. Az almatrix determinansa (aldeterminans) pedig a

> Determinant (%) ;

parancs eredménye. Egy almatrixhoz tartoz6 komplementer almétrix az eredeti
matrixbol a kivalasztott sorok és oszlopok elhagyasaval kaphaté meg. Erre a Maple
a DeleteColumn és a DeleteRow parancsokat kinalja. Az A méatrix (3.3) almatri-

xéhoz tartozé komplementer almétrixa tehéat:

> DeleteRow(A, [1, 2]): DeleteColumn(%, [1, 31);
2 -5
1 -1

Ha az n x n tipust A = [a;;] métrixnak csak egyetlen sorat (az i-ediket) és egyetlen
oszlopat (a j-ediket) valasztjuk ki, akkor a metszésponton csak az a;; elem talal-

hato, amely 6nmagaban egy 1 x 1 tipusi matrixot alkot, melynek determinénsa
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maga a;j. Ekkor a Maple a hozzé tartozé komplementer aldeterminanst is megad-
ja:Minor(A,1i,j), és ebbdl az adjungalt komplementer aldeterminans mar konnyen
szarmaztathato.
Az alabbi Maple eljarassal tesztelhetjiik mind a kifejtési, mind a ferde kifejtési

tételt.
> kif:=proc(M,i,j)

local d,k;

d:=0;

for k from 1 to ColumnDimension(M) do

d:=d+M[i,k]*(-1)~ (&k+j)*Minor (M, j, k) ;

end do;

d;

end proc;

Ekkor kif (A,i,j) az A méatrix i-edik sordnak minden elemét megszorozza a j-edik
sor megfelel6 eleméhez tartozo adjungalt komplementer aldeterminénssal, majd a
kapott szorzatokat Osszeadja. Ennek megfelelSen, az ¢ = j esetben az eredmény
det A, mig i # j esetén 0.

> kif(A,1,1);

45
> kif(A,1,2);

0
> Determinant (A);

45

3.7. Feladatok

3.1. Feladat. El6fordulhat-e, hogy egy csupa egész szamokat tartalmazo négyzetes

méatrix determinansa nem egész szam? Valaszat indokolja!
3.2. Feladat. S, egy tetszGleges elemében legfeljebb hany inverzi6 lehet?
3.3. Feladat. A T test feletti n x n tipust méatrixok halmazéan értelmezett deter-

minansfiiggvényre az injektiv és sziirjektiv jelz6k koziil melyik igaz?
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3.4. Feladat. Az [a;j]6x¢ matrix determinadnsédban milyen el6jellel szerepelnek az
a) a23031042056014065
b) asz2a43a14051066025

szorzatok?

3.5. Feladat. Szamitsa ki az alabbi matrixok determinansait:

2 3 B_ 2 1 sinx cosx
1 4|’ =1 2|’ —cosz sinz|’

L1 VE 2- V3 11 1 01 1
:2+\/§1_\/§], E=|-1 0 1|, F=1|1 0 1/,
-1 -1 0 110
1 -2 3
G=12 -4 1|!
3 -5 2

3.6. Feladat. Mi a kapcsolat az A és B matrixok determinansa kézott?

a1 a2 ais 2a11 3a12 Sais
A= las a as B = |2a21 3az2 b5ass
azr asz ass 2a31 3azz2  Hass

3.7. Feladat. Hogyan valtozik egy matrix determinansa, ha a sorait forditott
sorrendben irjuk fel?

3.8. Feladat. Hogyan valtozik egy matrix determinénsa, ha minden elemét ugyan-
azzal a konstanssal szorozzuk?

3.9. Feladat. Hatarozza meg x értékét, ha

1 1 1 1
1 1- 1 1
det v =0!
1 1 2—x 1
1 1 1 3—x
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3.10. Feladat. Szamitsa ki az alabbi matrixok determinansait kifejtés segitségével!

8 6 0 0 O 2 -1 1 7 2
0 0 5 1
00 6 2 1 8 6 0 0 0O 2 0 2 0
A= , B=1]01 8 6 0/, C=1]1 1 1 3 1
5 6 7 3
0 01 8 6 0 2 0 -2 0
1 2 3 4
0 001 8 3 3 2 1 1
3.11. Feladat. Szamitsa ki az
4 6 4 4
2 1
s 0 0
0 3 1 3
2 2 3 5

matrix determinansat eliminaciés modszerrel!

3.12. Feladat. Hatéarozza meg az alabbi n x n tipusd méatrixok determinansait!

1 11 --- 1
1 01 --- 1
A=1]1 10 -~ 1
111 0]
[ 1 1 1 1]
aq a9 as Ay,
V=|a a d ay,
_‘1171 ay”! a?fl a2—1_

AV matrix determinansa ( Vandermonde-determindns) mikor egyenls nullaval?

3.13. Feladat. Irjon rekurziv Maple eljarast, amely (a Kifejtési tétel segitségével)
tetszbleges négyzetes matrix determinansanak a kiszamitasat 1 x 1 tipust matrixok

determinansainak kiszamitasara vezeti vissza!
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4. Miiveletek matrixokkal

Ebben a fejezetben a méatrixok kérében értelmeziink miveleteket. ElGszor az Gssze-

adast, mely csak azonos tipust matrixokkal végezhetd el.

4.1. Definicié. Az A = [a;j]mxn €8 B = [bijlmxn mdtrizok osszegén azt az A +
+ B = [¢ijlmxn matrixot értjik, melyre ¢;; = a;; + b;; minden 1 < i < m és

1 < j < n esetén.

Az A + B matrix kiszamitasahoz tehat a megfelels indext elemeket kell Gssze-
adni. Példaul:

-2 0 3 1 1
2 4 (+|-1 2|=1|1
-3 5 -3 -3 —6 2

Kiilénbo6z6 tipust matrixok 6sszegét nem értelmezziik.

Jelolje My, xn(T') az osszes T test feletti m x n tipusi méatrixok halmazat.
A fenti definicié szerint + mivelet az M, x,(T) halmazon, és mivel a méatrix-
ok Osszeadéasakor tulajdonképpen a T test elemeit adjuk Ossze, + asszociativ és
kommutativ. A zéruselem az az m X n tipusi matrix, melynek minden eleme nulla
(zéromdtriz), és az A = [a;j]mxn matrix ellentettje az a B = [b;j]mxn méatrix,
melyre b;; = —a;; minden 1 < i < m és 1 < j < n esetén. Tehat (M, xn(T), +)
Abel-csoport.

Kicsit komplikaltabb lesz a matrixok szorzasa. ElGszor is, az A és B méatrixok
AB szorzatiat csak akkor értelmezziik, ha az A matrix oszlopainak széma megegye-
zik a B matrix sorainak szaméval. Ekkor az A méatrixbol egy sort (mondjuk az
i-ediket), a B méatrixbol pedig egy oszlopot (legyen ez a j-edik) kivalasztva a sor-
nak és oszlopnak pontosan ugyanannyi eleme van. Szorozzuk ezt a sort és oszlopot
oly moédon Gssze, hogy az elsé elemet az els6vel, a masodikat a masodikkal, és igy
tovabb, végiil az utolsot az utolséval. Ezen szorzatok Osszege lesz a szorzatmatrix

i-edik soranak j-edik eleme. Ugyanez precizen:

4.2. Definicid. Az A = [aij]mxn €8 B = [bij|lnxr mdtrizok szorzatdn azt az AB =

= [Cij]mxk maétrixot értjik, melyre
Cij = ailblj + ai2b2j 44 ainbnj

minden 1 <7< més 1< j <k esetén.
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B: ndbsor, kdb oszlop

bj_l/—-'—’U —e bk

@ bk

bnj bk

€l C1k

ci1 \ilj/ Cik

am  Amz ... Gmn Cm1 - Cmj .- Cmk
A:mdbsor,ndb oszlop| |C =A-B: mdbsor, k db oszlop

4.1. Abra. Matrixok szorzasa

Legyenek

2 1
1 2 0
A= 1 és B=1|-3 2

-1 3 4
-5 7

Az AB szorzat kiszamitédsanak talan legszemléletesebb modszere, amikor a két

métrixot egy tablazatba helyezziik a kivetkezSképpen (Falk-séma):

2
-3
)

1 2 0
-1 3 4

A beirt matrixok sorait, illetve oszlopait elvalaszté vonalak behuzasa utan kiraj-
zol6dod négyzetracs szépen mutatja, hogy a szorzat egy 2 x 2 tipust matrix lesz,

amely

— els6 soranak els6 eleme: 1-2+2-(=3)+0-(=5) = —4,
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— els6 soranak masodik eleme: 1-1+2-240-7 =25,
— masodik soranak els6 eleme: (—1)-2+43-(=3)+4-(—5) = —31,
— masodik soranak masodik eleme: (—1)-1+3-2+4-7 = 33.

Tehat

—4
AB = b
-31 33

Az alabbi allitas kovetkezménye, hogy (M, xn(T),-) félcsoport.

4.3. Tétel. Ha A = [aijlmxn, B = [bijlnxk €5 C = [cijlkxi, akkor
(AB)C = A(BCQ).

Bizonyitds. A méatrixszorzas definicidja szerint az AB szorzat létezik, és m X k ti-
pust, és ekkor az (AB)C szorzat is létezik, mely egy m x [ tipusi matrix. Ugyanigy
lathato be, hogy az A(BC) szorzat is létezik, ami szintén egy m X [ tipusi mét-
rix. Most megmutatjuk, hogy ez a két matrix elemenként megegyezik. Valoban,

felhasznalva, hogy T test,

=1 . u=1 \v=1 . i
=22 ((Win(B)uu)(O)uj = D D (A)in(B)ou(C)uy)
n k k
= Z Z(A)lv((B>vu(O)uj) = Z(A)w Z(B)vu(c)m
= Z(A)w(BC)vJ = (A(BC))y;

4.4. Tétel. (M, x.(T),+, ) nemkommutativ, asszociativ, egységelemes gyiri.

Bizonyitds. Ahhoz, hogy (M xn(T),

,+) asszociativ gy(rd, mar csak a disztribu-
tivitast kell belatni. Ha A = [a;;], B = [b;;] és C' = [¢;;] mind n x n tipusa matrixok,

56



akkor a T-beli disztributivitds miatt

(A(B+Q))ij = Zaik(B + Oy = Z ;i (brj + cxj)

k=1 k=1

= (airbi; + aixcr;) = Y airbes + Y airc;
k=1 k=1 k=1

= (AB + AC);;

A jobb oldali disztributivitas is hasonloan igazolhato. Az egységelem szerepét az az
n X n tipust matrix toélti be, melynek a f6atlojaban minden eleme 1, méashol pedig

minden eleme 0:

Ezt a métrixot n X n tipusi egységmdtriznak nevezzik, és F,-nel jeloljik.

1 2 -1 0
és B = .
1 11 l 2 1]

Kiszamitva az AB és BA szorzatokat, lathatjuk, hogy a szorzas nem kommutativ.
O

Legyen példaul
A =

4.5. Tétel (Determinansok szorzastétele). Ha A és B nxn tipusd mdtrizok, akkor
det(AB) = det A - det B.

Bizonyitds. Legyenek A = [a;;] és B = [b;;] n X n tipusa matrixok, és legyen C az

a (2n) x (2n) tipust matrix, melynek
— bal felsd sarkdban az A matrix,
— jobb fels6 sarkdban az n x n tipust zéromatrix,

— bal als6 sarkdban az az n X n tipust méatrix, melynek f6atlojaban minden

elem —1, mashol minden elem nulla,

— jobb als6 sarkdban pedig a B méatrix van:
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_a11 a0 e 01
i e om0 o 0
C = an1l a
-1 0 bn bin
0 - =1 bu o bl

A Laplace-féle kifejtési tétel els6 n sorra torténd alkalmazaséval kapjuk, hogy
det €' =det A - (—1)I+F)+0+47) qot B = det A - det B.

Most adjuk hozzé az els6 sorhoz az (n + 1)-edik sor aj;-szeresét, majd az (n + 2)-
edik sor ajo-szeresét, és igy tovabb, végiil a (2n)-edik sor aj,-szeresét! Utana adjuk
hozza a masodik sorhoz az (n + 1)-edik sor agq-szeresét, majd az (n + 2)-edik sor
ago-szeresét, és igy tovabb, végiil a (2n)-edik sor ag,-szeresét! Az eljarast folytatva
a t6bbi sorra végiil az n-edik sorhoz adjuk az (n + 1)-edik sor a,1-szeresét, majd
az (n + 2)-edik sor a,s-szeresét, stb., végil a (2n)-edik sor a,,-szeresét. Az igy

keletkezett méatrix a

0o -~ 0 (AB)11 --- (AB)ln_
0 0 (AB)1, (AB)nn
Cl == )
-1 b11 bin
L 0 -1 bnl bnn i

és a 3.10. tétel miatt det C; = det C. Alkalmazva ismét a Laplace-féle kifejtési tételt

a C] matrix els6 n sorara, azt kapjuk, hogy
det Cy = det(AB) . (_1)((n+1)+---+2n)+(1+--~+n) . (_1)71

Mivel a —1 kitevGjében 1évs Osszeg paros, ezért det Cy = det(AB), és igy det(AB) =
=det A - det B. O

Az alabbi tétel szerint az osztas még a négyzetes matrixok korében sem végez-

het6 el korlatlanul.

4.6. Tétel. Egy négyzetes mdtriznak pontosan akkor létezik inverze a szorzdsra
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nézve, ha determindnsa nem nulla.

Bizonyitds. Tegytiik fel el6szor, hogy az A n x n tipusi matrixnak létezik inverze,

és legyen ez B. Ekkor AB = E,,, és a determinénsok szorzastétele miatt
det A - det B = det(AB) =det E,, =1,

tehat det A # 0.
Forditva, ha A = [a;;]nxn Olyan matrix, melynek determinansa nem nulla, akkor
legyen B = [b;j]nxn az a matrix, melyre
A
b’i = H )
J det A

ahol A;; az A matrix a;; eleméhez tartozé adjungalt komplementer aldeterminan-
sa. Ha ezzel a matrixszal barmelyik oldalrol megszorozzuk A-t, a kifejtési tétel
garantalja, hogy a szorzat f6atlojaban csak egyesek lesznek, a ferde kifejtési tétel
pedig azt, hogy méashol mindeniitt nulla. Tehat AB = E,,, azaz B valoban az A

inverze. O

A bizonyitasbol az is kideriilt, hogy ha egy négyzetes matrixnak létezik inverze,

akkor az inverzmatrix hogyan allithat6 els. Példaul ha

I R TS ) e
0 -3 0 -3 -1 1
—1 _ —1 _ —1
P e I AR ) e L
= -1 -3 -1 -3 11 |~
—1 _ —1 _ 1
T e I e R
-1 0 -1 0 1 -1
L —1 = —1 = 1 _
-3 6 2
=|-—2 3 1
1 2 1
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Hogy a kapott matrix valéban az A inverze, arrél az AA~! = E3 egyenlSség elle-
nérzésével gydzédhetiink meg.
Végiil megjegyezziik, hogy azon n X n tipusd méatrixok, melyek determinansa

nem nulla, csoportot alkotnak a matrixok szorzaséra nézve.

4.1. Kapcsolédé Maple eljarasok

Tekintsiik az alabbi méatrixokat:

> A:=Matrix([[1,2],[-3,4]1]1); B:=Matrix([[3,0],[5,-111);

A { 1 2]
-3 4

3 0

5 —1

Lévén A és B azonos tipusu négyzetes matrixok, igy veliik az Osszeadés és a szorzas

B :=

is elvégezhets. A Maple-ben a + operator matrixok Osszeadésara is alkalmazhato.
Tehat ha az A és B matrixokat mar definialtuk, és azok azonos tipusiak, akkor

A+B értéke éppen az A és B métrixok Osszege lesz:

> A+B;

Az A+ B matrixot adjak eredményiil az Add(A,B) és a MatrixAdd (A,B) parancsok
is.

A matrixok szorzasa azonban nem a *, hanem a . (pont) operatorral végezhetd
el. A mar definialt A és B Osszeszorozhaté matrixok esetén tehat A.B eredménye

éppen az A és B matrixok szorzata lesz:

13 -2
11 —4

Ugyanezt eredményezik a Multiply(A,B) és a MatrixMatrixMultiply(A,B) pa-

> A.B;

rancsok is. De:

> Multiply(B,A);
3 6
8 6
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igy ez a példa is alatdmasztja azt, hogy a méatrixok szorzasa nem kommutativ.
Egy négyzetes métrix mindig megszorozhaté 6nmagéaval, igy a négyzetes mat-
rixok hatvanyozésa a szokésos modon, ismételt szorzasként értelmezhets. A Maple

~ operatora méatrixok esetén ebben az értelemben miikodik, tehat

> A~3;
—35 30
—45 10
ami ugyanaz, mint

> A.ALA;

Ami a neutralis elemeket illeti, az m X n tipust zéromatrix megadasara Maple-

ban méar t6bb mddszert is ismeriink. Mindemellett van ra kiilon eljaras is:

> ZeroMatrix(3,2);

o O O
o o O

Az n x n tipusi egységmatrix elGallitdsa pedig IdentityMatrix(n) paranccsal a
legegyszertibb.

Az A matrix inverzének kiszamitéasa:

> MatrixInverse(A);

L—
g‘um\w
Sl |

S o=
|

4.2. Feladatok

4.1. Feladat. Végezze el az alabbi miveleteket!

1 3 n n
1 2 3 5 4 -5 a 1 cosr —sinx
4 5 6 ) ’ 2 -1’ 0 a| ’ sinrx cosz ’
01 1 1 -2 3 T
1 -2 3
1 0 1(-12 -4 1], < | ag
-1 0 5
1 1 0 3 -5 2 T3
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4.2. Feladat. Legyen

~2 0
‘|, B:

1 1 2
2 —1 —1|
Adja meg az

matrixot!

4.3. Feladat. Mi a kapcsolat egy négyzetes métrix és ellentettjének determinansa
kozott?

4.4. Feladat. Igazolja, hogy ha A = [a;j]mxn és B = [b;j]nx tipust matrix, akkor
(AB)T = BT AT\

4.5. Feladat. Keressen az (M« (T),+, ) gytrtiben nullosztokat!

4.6. Feladat. Keresse meg azokat a 2 x 2 tipusi matrixokat, melyek a szorzasra

B
G-{[g g] ;a,beR}.

Van-e G-nek neutralis eleme a matrixszorzasra nézve? Igazolja, hogy a # b meg-

nézve felcserélhetsk az

métrixszal!

4.7. Feladat. Legyen

szoritassal G csoportot alkot a matrixszorzasra nézve!

4.8. Feladat. Keresse meg az alabbi matrixok inverzeit!

1 1 -1
A=1|2 -1 4|, B=
3 -2 -1

—cosx sinx

ab]7 o=
c d

sinx Ccos x]

4.9. Feladat. Igazolja, hogy ha A invertdlhato matrix, akkor AT is invertalhato
és (AT~ = (A~HT.
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4.10. Feladat. Oldja meg a

maétrixegyenletet!

4.11. Feladat. Igazolja, hogy mindazon n x n tipust matrixok, melyek determi-

nansa 1, csoportot alkotnak a méatrixok szorzasara nézve!

4.12. Feladat. Csoportot alkot-e a métrixok szorzasara nézve a

H:Hx y] :gc,yeR,x2+y27é0}
oz

halmaz?

4.13. Feladat. Legyen A egy olyan négyzetes matrix, melyre A™ = 0 valamely n
esetén. Mutassa meg, hogy det A = 0!
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5. Szabadvektorok és analitikus geometria

Jellje £ az euklideszi geometriai teret. Az £ tér pontjaibol képzett rendezett pa-
rokat irdnyitott szakasznak mondjuk. Az (A, B) és (C, D) iranyitott szakaszokat
ekvivalens szakaszoknak nevezziik, ha van a térnek olyan p: £ — & eltolasa, amely-
re p(A) = C és p(B) = D teljesill, azaz a p eltolas az els6 iranyitott szakasz kezd6-,
illetve végpontjat a méasik kezdd-, illetve végpontjaba viszi at. Kénnyen lathato,
hogy ez relacié reflexiv, szimmetrikus és tranzitiv, azaz ekvivalencia-relaci6. Szabad-
vektorok alatt ezen ekvivalencia-relacio osztalyait értjiik. Egy szabadvektor tehat
egymasbol parhuzamos eltolassal megkaphatoé szakaszoknak a halmaza. Egy sza-
badvektor egy elemét (ami egy iranyitott szakasz) a szabadvektor reprezentinsdnak
mondjuk. Vilagos, hogy minden szabadvektor egyértelmiien azonosithaté barmely
reprezentansaval. Minthogy egy szakasz a tér barmely pontjabol felmérhetd, minden
szabadvektornak a tér barmely pontjabol indul reprezentansa. A szabadvektorokat
ezentul az abécé aldhuzott kisbetidivel fogjuk jelolni, és a rovidség kedvéért sok
esetben csak vektorokként hivatkozunk rajuk. Az (A, B) iranyitott szakasz altal
reprezentalt szabadvektort E-Vel is jelolhetjiik.

Az a szabadvektor hosszdn a tetszéleges reprezentansanak a hosszat értjik, me-
lyet |al-val jeloliink. Ha |a| = 1, akkor a-t egységvektornak mondjuk.

Az Osszes szabadvektorok halmazat V(€) fogja jeldlni.

5.1. Szabadvektorok Osszeadasa és skalarral vald szorzasa

5.1. dbra. Szabadvektorok Ssszeadasa

Legyenek a és b adott szabadvektorok, vegyiik az a egy (A, B) reprezentansat.
Ekkor van a b szabadvektornak B kezd&ponti reprezentansa, legyen ez (B, C'). Je-
I6lje ¢ azt a szabadvektort, melyhez az a fenti reprezentansanak kezdSpontjabol
indulo, és a b reprezentansanak végpontjaba érkezs, azaz az (A, C) irdnyitott sza-
kasz tartozik. Az a és b szabadvektorok 0sszegén éppen a ¢ szabadvektort értjiik,

melyet ezentil a + b-vel jeloliink. Geometriai megfontolasokkal konnyen igazolhato
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(I. 5.2. abra), hogy az Osszeg nem fligg az a reprezentidnsanak megvalasztasatol,

tehéat a definicié korrekt. Nempéarhuzamos vektorok Osszegének meghatarozasara

5.2. dbra. A szabadvektorok sszeaddsa nem fiigg a repre-
zentansok megvalasztasatol

az ugynevezett paralelogramma modszer is hasznalhato: ekkor az g és b szabadvek-
toroknak egy tetszéleges O pontbol indulé (O, A) és (O, B) reprezentansaival, mint
oldalakkal szerkesztett paralelogramma O pontbdl induld atldja altal reprezentalt

szabadvektor lesz az a és a b szabadvektorok Gsszege.

5.3. dbra. Szabadvektorok Gsszeadésa paralelogramma méd-
szerrel

5.1. Tétel. (V(E),+) Abel-csoport.

Bizonyitds. A szabadvektorok Osszeadasanak kommutativitasa a paralelogramma
modszer alapjan, asszociativ tulajdonsaga pedig a definicio alapjan konnyen belét-
hato (1. 5.4. és 5.5. abrak).

5.4. dbra. A szabadvektorok 6sszeadasa kommutativ

A zéruselem szerepét az (A, A) tipust, nulla hossztuségu szakasz altal reprezen-

talt szabadvektor t6lti be, melyet ezentul 0 fog jelolni.
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(a+b)+c a+(+c)

5.5. dbra. A szabadvektorok dsszeadasa asszociativ

Végiil, ha az a szabadvektor egy reprezentansa (A, B), akkor az a ellentettje az

a —a-val jelolt szabadvektor, melynek reprezentansa (B, A). O

Az ellentett vektor 1étezésének kdszonhetSen lehetévé valik a vektorok kiilonb-
ségének értelmezése tgy, mint a kivonando ellentettjének hozzaadasa a kisebbiten-
d6hoz, azaz a — b = a + (—b). A kiilonbség tehat az a szabadvektor, melyet b-hez
hozzédadva a-t kapunk. Mint azt a 5.6. Abra mutatja, ha az a és b szabadvekto-
roknak vessziik egy kozos O kezdGpontbdl indulé (O, A) és (O, B) reprezenténsait,

akkor a (B, A) irdnyitott szakasz az a — b kiilonbség egy reprezentansa lesz.

o

5.6. dbra. Szabadvektorok kivonasa

Most definialjuk az a szabadvektor egy A valos szammal torténd szorzasat: ha
A pozitiv valos szam, tekintsiik a-nak egy (O, A) reprezentansat, és alkalmazzuk
az O kozéppontd A aranyt hasonlosagot. Jelolje A’ az A képét. Ekkor Aa alatt
az (O, A’) altal reprezentalt szabadvektort értjiikk. Ha A negativ, akkor |A| aranyt
kozéppontos hasonlosag alkalmazéasaval, majd O-ra vald tikrozéssel kapjuk az A’
pontot. Legyen végiil 0a = 0, barmely a szabadvektor esetén.

A valés szamokat ezentil tobbnyire skalaroknak fogjuk nevezni. A szabad-
vektorok skalarral valo szorzasanak alapvets tulajdonségait a kovetkezs tételben
foglaltuk Gssze. Ezek mindegyike a kozéppontos hasonlosag tulajdonsagai alapjan

kénnyen bizonyithato.

5.2. Tétel. Bdrmely a,b szabadvektorok és \, u skaldrok esetén teljesiilnek a ké-

vetkez0k:

1. Ma+b) =Aa+ b,
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y

Y

5.7. abra. Az a vektor és néhany skalarszorosa

2. A+ pa=Aa+ pa,
3. (Awa = AMpa),
4. la = a.

Vilagos, hogy az a és b szabadvektorok pontosan akkor parhuzamosak, ha a =

= \b teljesiil valamely A skalarral.

5.2. Szabadvektorok linearis kombinacidja

Véges sok szabadvektorbdl kiindulva a szabadvektorok Gsszeadasa és skalarral valo

szorzasa segitségével Gjabb vektorokat képezhetiink.

5.3. Definicié. Legyenek a,,as,...,qa, szabadvektorok, és Ai,Ag,..., A, adott

skalarok. Ekkor a

n

/\1Q1 + >\2Q2 + -+ )\nQn

szabadvektort az a, a,, ..., a, szabadvektorok Aj, Aa,..., A, egylitthatokkal kép-

zett linedris kombindcidjanak nevezziik.

5.4. Tétel. Ha by, by, by nemkomplandris (nem egy sikban lévs) szabadvektorok,

akkor tetszdleges a szabadvektor egyértelmien irhato fel
a = )\1@1 + )\292 + )\3b3

alakban.

Bizonyitds. ElGszor azt az esetet targyaljuk, amikor a a by, by, by vektorok koziil

valamely kett&vel, mondjuk b;-gyel és by-vel egy sikban van. Tekintsiik ekkor az
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a és a by,b, vektorok egy kozos O pontbol kiindulo (O, A), (O, By) és (O, Bs)
reprezentansait, majd hazzunk az A ponton &t parhuzamosokat az OB; és OBy
egyenesekkel. Ez a négy egyenes egy paralelogrammét hataroz meg, melynek az
egyik atloja éppen (O, A). Ha a paralelogramma O-bol indulé iranyitott oldalait
a; és a, jeloli, akkor a paralelogramma modszer szerint @ = a; + a,. Vilagos, hogy
a; = A\b;, ahol A1 az a; és b; szabadvektorok hosszainak segitségével egyértelmiien

meghatarozhat6. Ugyanigy kapjuk, hogy a, = Aa2bsy, és innen
a= /\1b1 + /\2b2 + 0b3~

Az eléallitas egyértelmiisége a szerkesztés egyértelmiiségébsl kovetkezik. Abban az

A

B,

O B ay

5.8. dbra. Az a szabadvektor elGallitasa a b, és b, szabad-
vektorok linearis kombinaci6jaként

esetben, amikor @ nincs a by, by, by vektorok koziil semelyik kettsvel egy sikban,
hasonléan jarunk el. Vegyiik {6l az a és a b, by, by vektorok egy kozos O pontbol
kiindul6 reprezentansait, melyek végpontjait jelolje rendre A, By, Bo, B3, majd az A
pontbdl allitsunk parhuzamos sikokat az OB1, OB, az OB1,OBs, és az OBy, OB3
metsz6 egyenesparok altal meghatarozott sikokkal. Ez a 6 sik egy paralelepipedont
hataroz meg, melynek (O, A) éppen az egyik testatloja lesz. A sikbeli esetnél el-
mondottakhoz hasonloan lathato, hogy (O, A) a paralelepipedon O pontbol induld
3 iranyitott éleinek Osszege, az iranyitott élek pedig a by, by, by vektorok alkalmas

skalarszorosai. O

5.5. Definicié. A tér egy bdzisdn a tér harom nem komplanéris szabadvektorat

értjik. Ha b, by, by egy bazisa a térnek, és
a = Atb; + A2by + )\3an

akkor a (A1, A2, A\3) rendezett szamharmast az a szabadvektor B = (by, by, bs) ba-

zisara vonatkozo6 koordindtdinak nevezzik.

Konnyen belathato, hogy egy rogzitett bazis esetén a koordinataival adott z =
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5.9. dbra. Az a szabadvektor elsallitasa a by, by, by szabad-
vektorok linearis kombinéciojaként

= (x1,72,23) és y = (y1,Y2,y3) vektorok &sszegének koordinatai (zi + y1, 72 +

+ Y2, 23 + y3), tovabba barmely A skalar esetén a Az koordinatai (Axi, Aza, Axs).

5.3. Skalaris szorzat

Jollehet a tér barmely harom nem komplanaris szabadvektora a tér egy bazisat
alkotja, bazisnak altaldban egységnyi hossziisagu, paronként egymasra meréleges
szabadvektorokat célszert valasztani, ekkor ugyanis a szabadvektorok koordinéatai
a bazisvektorok egyeneseire es§ merdleges vetiiletek lesznek. Ennek kiszamitasara

alkalmas az ugynevezett skalaris szorzas.

5.6. Definici6é. Az a és b szabadvektorok skaldris szorzatdn az
(a,b) = |al[b] cos Z(a, b)

szamot értjiik.

A definicioban Z(a,b) az a és b szabadvektorok szogét jeloli, mely alatt a két
szabadvektor kozos kezdSpontbol indulé reprezentdnsainak szogét értjik. A null-
vektor szoge barmely szabadvektorral — definici6 szerint — tetszéleges. Hangsulyoz-
zuk, hogy a skalaris szorzat eredménye egy szam (skalar), ez motivalja az elnevezést.
Fontos, hogy a skaléris szorzas és a skalarral valo szorzas a hasonl6 elnevezés elle-
nére két teljesen kiilonb6z6 dolog: az elsé két szabadvektorhoz rendel egy skalart,
mig az utobbi egy skalarhoz és egy szabadvektorhoz rendel egy szabadvektort.

Lathato, hogy ha az a és b vektorok merslegesek, akkor skalaris szorzatuk 0.
S6t, ez forditva is igaz, ugyanis az |a||b| cos Z(a,b) szorzat csak ugy lehet 0, ha

valamelyik tényez6je 0. Ha cos Z(a,b) = 0, akkor Z(a,b) = 90°, ha pedig mondjuk
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la| = 0, akkor a csak a nullvektor lehet, amely — mint fent mondtuk — tekinthetd
barmely vektorra merélegesnek.
Legyen e egységvektor és a tetszéleges vektor. Jelolje az a vektor e egyenesére

es6 merdleges vetiiletének hosszat m. Az 5.10. Abran latottak szerint
m = |a|cos Z(e, a) = lefla cos £(¢,a) = (¢,a),

tehat a merdleges vetiilet hossza (e, a), a vetiiletvektor pedig (e, a)e.

5.10. Abra. Az e egységvektor és az a vektor skalaris szorzata

Most a skaléris szorzat alapvetd tulajdonsagait tekintjiik &t.
5.7. Tétel. Bdrmely a,b,c € V(E) és A € R esetén teljesiilnek a kévetkezdk:
1. (a,a) 20, és (a,a) = 0 pontosan akkor, ha a = 0;
2. (a,b) = (b, a);
3. (a+b,c) = (a,c) + (b,c);
4- (Mg, b) = A(a, b).

Bizonyitds. Az els6 és masodik tulajdonsidg nem szorul magyarazatra. Vilagos,

hogy
(Aa, b) = [Aa|[b] cos Z(Aa, b) = |A]|al[b] cos Z(Aa, b),

ahonnan ha A > 0, akkor
(Aa, b) = Alal[b] cos Z(a, b) = A(a,b),
mig negativ \ esetén

(Aa, b) = —Alal[b](— cos Z(a, b)) = A(a; b)
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kovetkezik. Tehat a 4. tulajdonsag is teljesiil, igy a harmadik tulajdonsag igazolasé-
nal mar feltehetd, hogy ¢ egységvektor. Tekintsiik az a, b, ¢ vektorok (O, A), (A, B)
és (O, C) reprezentansait. Ekkor az a + b vektornak (O, B) egy reprezentansa, és
ha a B pont OC egyenesre es6 merdleges vetiiletét B’ jeloli, akkor (O, B’) az a+b
vektor ¢ egyenesére es§ merdleges vetiiletvektoranak reprezentansa. Most vetitsiik
le kiilon-kiilon az (O, A) és (A, B) szakaszokat az OC egyenesre: jeldlje az A pont
vetilletét A’. Ekkor az (O, A’) és (A', B') szakaszok altal reprezentalt vektorok
Osszegének egy reprezentansa megintcsak (O, B'). Az a és b vektorok Osszeadéasa
tehat felcserélhetd a c egyenesére valdo merdleges vetitéssel, és ez a tény éppen a 3.

tulajdonsag geometriai megfelelGje. O

A 3. tulajdonsag szerint szabadvektorok Osszegét egy szabadvektorral skalarisan
tagonként is szorozhatjuk. A 2. tulajdonséag szerint ez akkor is fennall, ha az Gsszeg
a masodik komponensben van.

A skaléris szorzas esetén asszociativitas szoba sem keriilhet, hiszen az ((a, b), ¢)
kifejezés eleve értelmetlen.

Ezen szakasz bevezet§jében mar utaltunk ra, hogy ha az E = (e}, e,, €5) bazis
vektorai paronként egymasra merdleges egységvektorok (az ilyen bézisokat orto-
normdlt bdzisoknak mondjuk), akkor tetsz6leges a vektor koordinatai egyszertien
megkaphatok a skalaris szorzas segitségével, ugyanis ha a F-re vonatkoz6 koordi-

natai (a1, as, ag), akkor az el6z6 tétel 3. és 4. pontjait alkalmazva

(a,€;) = (a1€; + asey + azey, e1) = au(e, ¢) + aaley, ¢;) + asles, ;) =
= aile;, ) = o
adodik barmely ¢ € {1,2,3} esetén. Ennek felhasznalasaval két, koordinataival
adott vektor skalaris szorzata is konnyedén megadhaté: ha az a és b vektorok F

béazisra vonatkozo koordinatéai (aq, e, a3) és (81, fe, B3), akkor

(a,b) = (a, Brey + Paey + Baes) = Bi(a, e;) + P2(a, e5) + Bs(a, e3) =

a1 1 + P + asfs.

Ortonormalt bézisra vonatkoz6 koordinataival adott vektorok skaléris szorzata te-
hat ugy is megkaphatd, hogy a megfelel6 koordinatakat Gsszeszorozzuk, majd a

kapott szorzatokat Gsszeadjuk. Speciélisan,
(a,0) = of + a3 + a3,
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tovabba definici6é szerint

(a,a) = |a||a| cos 0° = |a|*.

la| = y/af + a3 + a3,

tehat koordinatakkal adott szabadvektor hossza is kiszamithatd, mégpedig ugy,

Innen kapjuk, hogy

hogy négyzetgyokot vonunk a koordinatak négyzetosszegébdl. Kovetkezésképpen
az a és b vektorok szoge

cos Z(a,b) = (a.b) _ a1+ agfs + asfs

lallb] o2+ a2+ a2\/BE+ B2+ 32

tehat a koordinatak ismeretében a vektorok szoge is megkaphatd.

5.4. Vektorialis szorzat

Most a szabadvektorok kérében egy algebrai értelemben vett miiveletet definidlunk,
mely két szabadvektorhoz egy szabadvektort rendel. Ehhez azonban sziikségiink
lesz a tér iranyitasanak fogalmara, melyet itt most csak szemléletesen vezetiink be.
Vegyiink a tér egy B = (by, by, b3) bazisat, és vegyiik a bazisvektoroknak egy kozos
kezd8pontbdl induld reprezentansait. Azt mondjuk, hogy B jobbsodrdsi, ha a bs
végpontjabol nézve a b; vektor 180° foknél kisebb szoggel forgathato a b, irdnyéba,

az oramutato jarasaval ellentétes iranyban. Az 5.11. dbran példaul B = (b, by, b3)

by
5.11. adbra. B = (b;, by, bs) jobbsodrast bazis

egy jobbsodrési bézis, de ha mondjuk a b3 vektort az ellentettjére cserélnénk, akkor

mar nem lenne az.

5.8. Definici6é. Az a és b nemparhuzamos szabadvektorok vektoridlis szorzatdn

azt a ¢ szabadvektort értjiik, mely

1. mer6leges a-ra is és b-re is,
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2. hossza |al|b| sin Z(a, b),
3. és (a, b, c) jobbsodrast bazis.

Parhuzamos szabadvektorok vektorialis szorzata a nullvektor. Az a és b szabadvek-

torok vektorialis szorzatat a x b-vel jeloljiik, melyet ,,a kereszt b’-nek olvasunk.

A definici6 korrekt, ugyanis ha a és b nempéarhuzamos szabadvektorok, akkor a
rajuk mer6leges ¢ vektorral egyiitt nem alkothatnak komplanéris vektorrendszert,
tehét az a, b, ¢ vektorhdrmas valéban bézisa a térnek. Tovabba kénnyt latni, hogy
az els6 két feltételnek pontosan két szabadvektor tesz eleget, melyek egymas ellen-
tettjei. E kettd kozil pontosan az egyik tesz eleget a 3. feltételnek.

Konnyen lathato, hogy nemparhuzamos vektorok vektorialis szorzata nem lehet
a nullvektor. Tovabba, a x b hossza pontosan az a és b vektorok altal kifeszitett

paralelogramma teriilete.

axb

/T—|Q><Q|

5.12. 4bra. Az axb vektor hossza pontosan az a és b vektorok
altal kifeszitett paralelogramma teriilete

5.9. Tétel. Bdrmely a,b,c € V(E) és A € R esetén teljesiinek a kévetkezdk:
1. axb=—(bxa);
2. (Aa x b) = Aa x b);
3. (a+b)xc=(axc)+(bxo).

Bizonyitds. Vilagos, hogy a b x a vektor mer6leges a-ra is és b-re is, és hossza
ugyanaz, mint az a x b vektoré. Igy tehat a bx a vektor csak a x b, vagy az ellentettje
lehet. Alapul véve azt, hogy (a,b,a X b) jobbsodrast bazis, a (b,a, —(a x b)) lesz
szintén jobbsodrasi, igy —(a x b) = b X a, és ez az 1. allitassal ekvivalens.

A masodik allitdsban az a vektor A\-val valo szorzésa az a x b vektor hosszat

|A|-szorosara véltoztatja, a merglegességre (a definicio 2. pontja) vonatkozoéan nincs
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hatassal. Pozitiv A\ esetén az iranyitas is valtozatlan, azonban ha A negativ, akkor
Aa a-val ellentétes irany, ezért A\a X b irdnya is a x b irdnyéval ellentétes lesz.
Felhasznalva, hogy a 2. allitAs mar igaz, a 3. bizonyitasat elég arra az esetre
elvégezni, amikor ¢ egységvektor. Geometriai megfontolédsokkal igazolhatd, hogy
egy e egységvektor vektorialis szorzata barmely a vektorral megkaphato tgy, hogy
a-t egy az e-re mersleges sikra vetitjiik, majd a kapott vektort ebben a sikban
elforgatjuk 90°-kal e kezdGpontja koriil, az éramutato jarasaval ellentétes iranyban
(L. 5.13. abra). Ett6l kezdve a 3. allitas igazat a fent leirt geometriai transzforméacio

illeszkedéstarto tulajdonsaga garantalja. O

\

a

5.13. abra. Az e egységvektor vektorialis szorzata az a vek-
torral

Az 5.13. abrardl az is leolvashato, hogy ha az a vektort egy e egységvektorral
parhuzamos és egy arra merdleges szabadvektor 6sszegére kivanjuk bontani, akkor
a merdleges komponens éppen a,,, és

=(exa)xe

m =

a

Ahogy az a skalaris szorzasnal is volt, koordinataival adott vektorok vektori-
alis szorzata koordinatainak kiszdmitésa ortonormélt bazis rogzitése esetén valik
egyszertivé. Ha E = (e;, €4, €5) egy ortonormalt, jobbsodrasa bézis, akkor kénnyen

lathatjuk, hogy
€1 X €9 =6€3, €9 XE€3=¢€, €3X€ =€

5.10. Tétel. Ha az a és b vektorok E bdzisra vonatkozo koordindtdi (ay, g, az) és
(81, B2, B3), akkor a x b koordindtdi

(aafls — asfa, azfi — a1 83, a1 B2 — aafh).
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Bizonyitds.

axb=(ae; + agey +azes) x (Bre; + Paey + PBaez) =
=a1fi(e; x &)+ a1fale; X ey) + a1fs(e; x e3)+
+ aafi(ey X e1) + azfa(ey X €5) + aafs(ey X e3)+
+azBi(es X e1) + azPales X ey) + azfs(es X e3) =
= a1f2e5 — 1365 — afies + azfze) + azfres — azfae; =

= (a2f3 — azfa)e; + (asf1 — a183)es + (182 — aafi)es

O
A tétel helyett inkabb az
€1 €2 €3
axb=det |ay as a3 (5.1)
B B2 Bs

formulat érdemes fejben tartani, melynek helyessége a determinéns elsd sora szerinti
kifejtése utan rogton latszik.

Végiil megjegyezziik, hogy a vektorialis szorzas nem asszociativ. Az asszociati-
vitas helyett az ugynevezett Jacobi-azonossag teljesiil, azaz minden a,b,c € V(E)
esetén

ax(bxc)+bx(cxa)+cx(axb)=0.

5.5. Vegyesszorzat

A vegyesszorzatot a skalaris szorzés és a vektoriélis szorzas kombinal4saval értel-
mezzik, melynek értéke — mint latni fogjuk — egy ©6nallé jelentéssel biré skalar

lesz.

5.11. Definicié. Az a,b, ¢ szabadvektorok vegyesszorzatdn az
(axbc)

skalart értjiik, melyet abc-vel jeldliink.

Elgszor megmutatjuk, hogy a vegyesszorzat pontosan akkor 0, ha a harom vek-

tor komplanéris. Ha az a és b vektorok parhuzamosak, akkor nyilvan a,b, c egy
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sikban vannak, és a X b = 0, majd (0,¢) = 0 miatt az abc vegyesszorzat 0. Ha a és
b nemparhuzamos vektorok, akkor meghataroznak egy sikot, melyre az ekkor nem
nulla a x b vektor meréleges. A ¢ vektor pontosan akkor egysiki az a és b vekto-
rokkal, ha ¢ is meréleges a X b-re, ami pontosan akkor van, ha a x b és ¢ skalaris
szorzata, azaz az abc vegyesszorzat 0.

Legyenek most a,b,c nem komplanaris vektorok, és tekintsiik az altaluk kife-
szitett paralelepipedont. Ennek alapteriilete az a,b vektorok altal kifeszitett pa-
ralelogramma teriilete, amely — mint mar lattuk — T' = |a x b|, magassaga pedig
m = |¢| cosw, ahol w a magassag c-vel bezart szogét jeloli. Ekkor a paralelepipedon
térfogata

V=T-m=laxbllc|cosw = [(a x b, c)| = |abc|.

(Vigyazat! A fenti formulaban a | - | zarojelpar két dolgot is jeldl: ha benne skalar

a

5.14. abra. Harom vektor vegyesszorzata a vektorok altal
kifeszitett paralelepipedon elgjeles térfogata

all, akkor abszolut értékét jelent, mig ha vektor, akkor annak hosszat jelenti.) Nem
komplanaris vektorok esetén tehéat a vegyesszorzat abszolut értéke a harom vektor
altal kifeszitett paralelepipedon térfogata.

Koénnyen belathato tovabba, hogy az abc vegyesszorzat pontosan akkor pozitiv,
ha (a, b, ¢) jobbsodrasa bazis.

A vegyesszorzat miveleti tulajdonsagait csak felsoroljuk, a bizonyitas a skaléris

és vektorialis szorzatok tulajdonsagainak felhasznélasaval egyszeriien elvégezhetd.
5.12. Tétel. Bdrmely a,b,c € V(E) és A € R esetén teljesiilnek a kévetkezok:
1. abc = bea = cab = —(cba) = —(bac) = —(acb);

2. (Aa)bc = Aabe);

3. ab(c + d)—abc+abd.
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Az 1. tulajdonséig értelmében a 2. tulajdonsagnél a A skalar barmelyik valto-
z6bol kiemelhets, a 3. tulajdonsagnél pedig az Osszeget barmelyik valtozé helyére
irva fennall a disztributiv tulajdonsag.

Legyenek az a,b és ¢ vektorok E ortonormalt bazisra vonatkozé koordinatai

rendre

(a1, a2,03), (B1,02,03), (71,72,73)-

Ekkor vektorialis és skaléaris szorzatok koordinatas alakra vonatkozo kiszamitéasi

mo6djabol kozvetlentl adodik, hogy

a1 Qg9 Q3

abc=det | 81 B2 [
Yo Y2 73

Ezzel a determinans — mint térfogat — egy tjabb jelentést kapott. A sorok felcse-
rélésének determindnsra gyakorolt hatasa (1. 3.11. tétel) szép Gsszhangban van a

fenti tételiink 1. pontjaval.

5.6. Egyenesek és sikok egyenletei

5.13. Definicié. Az euklideszi geometriai tér egy koordindta-rendszere alatt egy a
tér egy rogzitett O pontjabol, és a szabadvektorok egy bazisabol allo part értiink.

Az O pontot ekkor origonak nevezziik.

Rogzitsiink a térben egy koordinata-rendszert, és rendeljiik hozza minden sza-
badvektorhoz az O kezd6ponti reprezentansanak a végpontjat. Ezaltal kdlesonésen
egyértelmi leképezést létesitettiink a tér pontjai és a szabadvektorai kozott. A P
pont koordinatéai alatt ekkor a neki megfelels O_}; vektor a koordinata-rendszer
bazisara vonatkozo koordinatait értjiik.

A tér egy egyenesének irdnyvektordn egy az egyenessel parhuzamos nemzérus
vektort értiink. Vilagos, hogy a tér minden egyenese egyértelmiien meghatarozhato
egy pontjaval és egy iranyvektoréaval.

Tekintsiik a tér egy tetszdleges, Py ponton athaladd egyenesét, és legyen ezen
egyenes egy iranyvektora v. Ekkor a tér P pontja akkor és csak akkor illeszkedik az
egyenesre, ha a ﬁ vektor parhuzamos az egyenessel, és igy annak v iranyvektoré-
val is, azaz ﬁ = v valamely A skaldr esetén. Bevezetve az r = OP és ry = O—PS
jeloléseket ez

r=ry+ A (5.2)
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5.15. abra. A Py ponton atmend, v iranyvektora egyenes
pontjainak elSallitasa

alakba irhato, melyet az egyenes paraméteres vektoregyenletének neveziink. Az r
vektort ismeretlennek tekintve elmondhatd, hogy az (5.2) egyenletet azok és csak
azok a szabadvektorok elégitik ki, melyek origébdl induld reprezenténsanak vég-
pontja a Py ponton atmend v irdnyvektoru egyenesen van. Tovabba A minden ér-
téke egyértelmiien meghatarozza az egyenes egy pontjat, és forditva is: az egyenes
minden pontjahoz tartozik egy valés A érték.

Ha a Py pont és a v vektor Py(xo, yo, 20) és v(v1, ve, v3) koordinataival adottak,

és az r vektor koordinatai r(z, y, z), akkor (5.2) az

T =T+ Avy
Y = Yo + Avz

z = zg + A\ug

egyenletrendszerrel ekvivalens. Ezt az elGallitast az egyenes paraméteres egyenlet-
rendszerének nevezziik. Ha a vy, vg, v3 koordinaték egyike sem 0, akkor mindharom
egyenletbdl -t kifejezve az

rT—To Y—Y 22— 20
U1 V2 U3

egyenletrendszert kapjuk, melyet az egyenes paramétermentes egyenletrendszerének
is neveziink. Ennek megoldashalmaza pontosan az egyenes pontjainak koordinaté-
ibol all. Ha példaul v; = 0, akkor az egyenletrendszeriink

Y=Y% _ 2~ %

Tr = Zo, =
V2 U3

78



alaki lesz. Példaul a Py(—1,2,3) ponton atmend, v(2,0, —3) vektorral parhuzamos

egyenes paraméteres egyenletrendszere
r=—-14+2)\, y=2, z=3-3\

Ez, az 1. és 3. egyenletekbdl M-t kifejezve

x+1 3-—2z

-9
2 3 0 Y

alakba frhato.
A tér egy egyenesét annak két kiilonbozs Py és P, pontjai is egyértelmtien meg-
hatarozzak. Ekkor P; és P, koziil barmelyik tekinthets az egyenes adott pontjanak,
> . .
és a P, P, vektor nyilvan parhuzamos az egyenessel, azaz egy iranyvektora annak.
T
Tehat Py = P, és v = Py P, vélasztassal az (5.2) egyenlet felirhato. Ha a Py és
P, pontok Py (x1,x2,23) és Pa(y1,y2,ys3) koordinataival adottak, akkor felhasznal-
— —>
va, hogy P1P, = OP, — OPy, és hogy a P, és P, pontok koordinatai éppen az
OP; és OP, vektorok koordinatai, kapjuk, hogy a PP, vektor koordinatai (y; —
— T1,Y2 — T2,y3 — x3). Ekkor a P; és P, pontokon atmend egyenes paraméteres
egyenletrendszere is kdnnyen felirhatoé.
—
Példaul a Py(—1,4,4) és P»(2, —1,3) pontok esetén P Py koordinatai (3, —5, —

— 1), igy a Py és P5 pontokra illeszkeds egyenes paraméteres egyenletrendszere

T=2+3\
y=-—1-—>5A
z=3— ),
amely X kifejezése utan
x—2_y+1_3_z
3 =5

alakban is felirhato.

Most a sikok egyenleteinek leirdsara tériink at. A tér minden sikjat egyértelmten
meghatarozhatjuk egy pontjanak, és két nemparhuzamos vektoranak megadéséval.
A fent bemutatott gondolatmenet egyszerii altalanositasaval kapjuk, hogy a tér egy
adott Py pontjan dtmend, az u, v nemparhuzamos vektorok egy-egy reprezentansat

tartalmazo sikja jellemezhets az

r=ry+\u+ v (5.3)
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paraméteres vektoregyenlettel, ahol r, az origébol a Py pontba mutatd vektor, A
és p pedig tetszGleges valos szamok.

A Py pont és az u,v koordinatainak ismeretében (5.3) az

T = xg + A\ug + poy
Y =yo + Aug + pve
z = zo + A\ug + pvs

egyenletrendszerrel ekvivalens, melyet a sik paraméteres egyenletrendszerének ne-
veziink.

A sik egy normdlvektordn egy a sikra merdleges nemzér6 vektort értiink. Vila-
gos, hogy minden sik egyértelmtien meghatarozhat6 egy adott Py pontjaval és egy
n norméalvektoraval. Ekkor egy P pont pontosan akkor van ezen a sikon, ha a 130?
vektor merdleges az n normalvektorra, azaz skaléris szorzatuk 0. Tehat ha r = OP
ésrg = O—PS, akkor

(r—rg,n) =0 (5.4)
teljestil. Az (5.4) egyenletet a sik vektoregyenletének nevezziik. Egy sik vektor-

egyenletének megoldashalmaza mindazon r szabadvektorok halmaza, melyek ori-

gobol induld reprezentansainak végpontja a sikon van. Az r(z,y, z), ro(Zo0, Yo, 20)

L

5.16. abra. A Py ponton atmend, n normalvektoru sik pont-
jainak elgallitasa

és n(A, B, C) koordinatakkal szamolva (5.4) az
Az —20) + By —y0) + C(z — 20) = 0
egyenlettel ekvivalens, melyet a sik vektoregyenletének neveziink. Ezt gyakran

Ax+By+Cz=D
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alakban adjuk meg. Vilagos, hogy ha (A, B,C) # (0,0,0), akkor minden ilyen
egyenletnek megfeleltethets egy sik. Példaul a 2x+3y+5z = —5 egyenlethez tartozo
S sik egy normalvektora n(2,3,5), amely az egyenletbdl konnyen kiolvashato, egy
pontja pedig megkaphato két koordinatajanak szabad megvalasztasa utan: ha x =
=y = 0, akkor az egyenletbdl z = —1 adodik, tehat a Py(0,0, — 1) pont illeszkedik

az S sikra.

5.7. Kapcsolodé Maple eljarasok

Szabadvektorok bevitele, 6sszeadasa, skalarral valo szorzasa. A szabad-
vektorok koordinataikkal valé reprezentacioja, valamint a geometriai alakzatokhoz
rendelt egyenletek lehet&vé teszik geometriai jelenségek algebrai modszerekkel tor-
ténd vizsgalatat. Maple-ben a szabadvektorokat valamely bazisra vonatkozd ko-
ordinataikkal adhatjuk meg, tehat egy rendezett elem harmasként. Mint majd a
skalaris és vektorialis szorzatok estén latni fogjuk, a Maple a hattérben egy or-
tonormalt bazist feltételez. A bevitelnél donteniink kell a vektor orientéaciojarol is,
vagyis arrél, hogy a vektort sorvektorként vagy oszlopvektorként kezelje a rend-
szer. A ketts kozott 1lényegében csak formai kiilonbség van. Természetesen most is

a LinearAlgebra csomag eljarasaival dolgozunk:

> with(LinearAlgebra) :
A sorvektorok megadasara két lehetGséget mutatunk.

1. Az a szabadvektort tgy adjuk meg, hogy <> jelek kozott felsoroljuk a koor-

dinatakat , a | szimboélummal elvalasztva:
> a:=<1|-1]2>;

a:= [1 -1 2]

2. A b vektort pedig a Vector parancs hasznalataval:
> b:=Vector[row] ([3,2,-5]);

b:= [3 2 75}

Az oszlopvektorok bevitele is hasonléan toérténhet.

1. Egy c vektor megadhat6 koordinatainak <> jelek kozotti, vesszével elvalasz-

tott felsorolaséaval:
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> c:=<1,-1,2>;

2. A Vector parancs oszlopvektorok bevitelére is hasznalhato, a d vektort igy

adjuk meg:

> d:=Vector[column] ([3,2,-5]);

Az a és c szamunkra ugyanazt a szabadvektort jelenti, a kett§ k6zott csupan alak-
beli eltérés van. Az outputok altal motivalva azt is gondolhatnank, hogy a és b
tulajdonképpen 1 x 3, a ¢ és d pedig 3 x 1 tipusa méatrixok. A Maple viszont nem

igy gondolja, ugyanis ha a egy 1 x 3 tipusi métrix volna, és példaul
> A:=Matrix(1,3,[1,1,-1]1);

A= 1 -1

akkor az

> atl;

parancs a két matrix Gsszegét kellene, hogy produkalja; ehelyett hibaiizenetet ka-
punk. Ennek oka csak az lehet, hogy a mégsem matrix. Nézziik csak!

> whattype(4);

Matrix

> whattype(a);

Vectoryou

Sorvektor sorvektorral, illetve oszlopvektor oszlopvektorral dsszeadhat6, akar a +

operator, akar az Add vagy VectorAdd parancsok segitségével:

> atb;
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> Add(c,d);

1
-3

és sorvektorok esetén az Osszeg is sorvektor, mig oszlopvektorok esetén oszlopvektor
lesz.
A skalarral valo szorzéas, ami szintén megérzi az orientéciot, elvégezhetd a *

operatorral:

> 2%a;
[2 2 4]

de a ScalarMultiply parancs is hasznalhato:

> ScalarMultiply(c,2);

Az eddigiek alapjan (azonosan orientalt) vektorok linearis kombinacioja is el6allit-
hato:

> 2%a-3%b;
[-7 —& 19]
Ha csupan két vektor linearis kombinaciojarol van szo (mint fent), akkor az kisza-

mithaté az Add vagy VectorAdd parancsok megfelelen paraméterezett valtozata-
val. Példaul 2¢c — 3d értéke:

> VectorAdd(c,d,2,-3);
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Skalaris-, vektorialis-, és vegyesszorzat. A szabadvektorok skalaris szorzasat
azzal a . operatorral végezhetjiik el, melyet a matrixok szorzasara is hasznélhatunk.
Ez varatlan fordulat ahhoz képest, amit az Osszeadésnal lattunk. Az a és b vektorok

(a,b) skalaris szorzata:

> a.b;

Az a.d valtozatra gyanakodva néziink, mondvan sorvektort oszlopvektorral... Pedig
ez most mikodik, és az eredmény ugyanaz, mint elébb! Es még nincs vége: a .
operator tovabbi lehetdségeirsl a kovetkezs fejezetekben szoélunk.

Van direkt parancs a vektorok hosszanak kiszamitasara is:

> VectorNorm(b,2) ;

V38

A vektor hossza tulajdonképpen a vektor ugynevezett euklideszi, vagy mas szdval
2-normaja, erre utal a masodik paraméter. Ha azt elhagyjuk, a visszatérési érték a
koordinatak abszolut értékeinek maximuma lesz, ami esetiinkben 5.

A vektorok szoge is kdzvetleniil megkaphato:

> VectorAngle(a,b);

3
T — arccos (%\/6\/ 38)

melynek (kerekitett) tizedestort alakja az evalf (%) parancecsal érhetd el.

Két vektor vektorialis szorzatanak kiszamitaséaval folytatjuk, ami az &x opera-
torral, vagy a CrossProduct eljarassal torténhet. Egyik sem érzékeny az orienta-
ciora, legfeljebb annyira, hogy ha legalabb az egyik tényezd oszlopvektor, akkor az

eredmény is oszlopvektor lesz. Példaul:

> a &x b;
[1 11 5]
> CrossProduct(d,a);
-1
—11
-5
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A példéban a vektorialis szorzat antiszimmetrikus tulajdonsaga is szépen visszako-
SzOn.

Most bizonyitjuk az 5.10. tételt Maple segitségével:

> a:=<alpha[1] |alpha[2] |alpha[3]>:
b:=<betal1] |beta[2] |betal[3]>:
> a &x b;

[a2[33 —agf2 azfr —a1ffs  ai1f2 — a251]

Az (5.1) is egyszertien belathato:

> A:=<<e[1]|e[2] |e[3]>,a,b>;
e1r ez e3
a] a2 Qs
B B2 B3

> Determinant (A);

erazfs —erazfBa + a1f2e_areaffs + Breaas — Prazes

> collect(%,{el1],e[2],e[31});

e1(az2f3 —azfBa) + (a3f1 — ai183)ez + (a1 f2 — a2f1)es

Az a,b, c szabadvektorok vegyesszorzatanak kiszamitasara alkalmas fiiggvényt

pedig mar mi magunk is definidlhatunk:

> vs:= (a,b,c) -> (a &x b).c;

Egyenesek és sikok egyenletei. Ehhez a témakorhoz a geom3d csomag eljara-

sainak hasznalatat javasoljuk:

> with(geom3d) :
A térelemek megadasa a kovetkezGképpen torténhet:

1. A pontoknak a nevét és a koordinatait adjuk meg. Példaul a

> point(P,1,2,3);

parancs a P(1,2,3) pontot definialja. A koordinatak megadhatok listadban
is. Barmelyik utat is valasztjuk, az alabbi parancs a koordindtak listajaval

valaszol:
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> coordinates(P);

[1,2,3

A koordinatak egyenként is kinyerhetk az xcoord, ycoord és zcoord eljara-
sokkal.

2. Az egyenesek tobbféleképpen is megadhatok:

a)

b)

¢)

Megadhato az egyenes két kiilonb6z6 pontjaval. Példaul az A(1, — 1,2)
és B(2,3,1) pontokra illeszkedd egyenes a kovetkezképpen:

> point(A,1,-1,2): point(B,2,3,1):
> line(e, [A,B]);

Mint latjuk, az output igen szerény. De mire vagyunk kivancsiak? Az
egyenes paraméteres egyenletrendszerére?
> Equation(e,lambda) ;

L4+ A —1+44x2— )]

ami természetesen gy értelmezends, mint x =1+ A,y = -1+ 4\, 2z =
= 2 — \. Ha esetleg az egyenes egy iranyvektora érdekel benniinket, azt
is kozvetleniil megkaphatjuk:

> v:=ParallelVector(e);

vi=[1,4, — 1]

Az eredmény a tipusat illetGen nem vektor, hanem lista. A geom3d cso-
mag viszont igy kezeli a vektorokat. Sziikség esetén az iranyvektor a

> convert(v,Vector[row]);
parancs segitségével konvertalhato (sor)vektor tipusba.

Megadhatunk egyenest egy pontjaval és egy iranyvektoraval (haromele-
m lista) is:
> line(f, [A,v]);

Az output és a lehet&ségek ugyanazok, mint elébb.

Végiil megadhatjuk az egyenes paraméteres egyenletrendszerét is:

> line(g, [1+lambda,-1+4*1lambda,2-lambda] ,lambda) ;
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3. A sikok bevitelének lehetGségei hasonlok:

a) Megadhatjuk a stkot 3 kiilonboz6 pontjaval.

> point(E,5,0,2): point(F,2,2,2): point(G,1,4,-3):
> plane(s, [E,F,G]);

Természetesen rakérdezhetiink a sik egyenletére és egy norméalvektorara
is:
> Equation(s, [x,y,2z]);

58 — 10x — 15y —42 =0

> n:=NormalVector(s);

n:=[—10, — 15, — 4]

b) Ugyanezen sikot megadhatjuk egy pontjaval és egy norméalvektoraval is:

> plane(t, [A,n]);
¢) Sikot egyenletével a kovetkezSképpen definialhatjuk:

> plane(u,58-10%x-15*y-4*z=0, [x,y,z]);

Természetesen abrazolhatjuk is ezeket az objektumokat. A csomag a draw eljarast
kinalja erre, mely hasznalatanak legegyszeriibb médja, ha paraméter gyanént egy

listaban felsoroljuk a megjelenitendé objektumokat:

> draw([s,el);

Az 5.17. abran lathat6é output szerint az egyenesnek és a siknak van kozos pontja.
Ennek meghatarozasara is van lehet6ség. Mint ahogy a térelemek bevitelénél is tor-

tént, a metszetet (ami esetiinkben egy pont) a paraméterlistan beliil kell elnevezni.

> intersection(M,e,s);

Az output itt sem tual beszédes. Kérdezziink ra a koordinatakra!

> coordinates(M);

Az intersection eljaras egyarant alkalmas két egyenes, két sik, egyenes és sik,

valamit harom sik metszéspontjanak, illetve metszésvonalanak meghatarozasara.
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5.17. abra. Az s sik és az e egyenes

Egyenes és sik esetén a sorrend lényeges: els6ként az egyenes azonositéjat, majd
utana a sik azonosit6jat kell megadni. Hasonl6an hasznalhatd a distance eljaras

térelemek tavolsaganak a meghatarozasara.

5.8. Feladatok

5.1. Feladat. Adott a és b nempéarhuzamos vektorok esetén szerkessze meg az
a—2b, 2a+3b, V2a—3b

vektorokat!

5.2. Feladat. Legyen a egy nemzérus szabadvektor. Adja meg az a-val parhuzamos

szabadvektorok halmazat!

5.3. Feladat. Fejezze ki az ABC héaromszog sulyvonalvektorait az 1@ és 1@

vektorok linearis kombinaciojaként!

5.4. Feladat. Az a és b vektorok szoge 7/3, hosszaik pedig rendre 3 és 4. Szamitsa
ki az
(Qa b)? (Q7 Q)a (3Q - 2ba a + 2@)

skalaris szorzatok értékeit!

5.5. Feladat. Legyenek ey, e5, €5 olyan egységvektorok, amelyre e; +e5 +e3 =0
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teljestil. Szamitsa ki az
(e1,€2) + (e1,€3) + (€2,€3)

értékét!

5.6. Feladat. Milyen X\ értékek mellett lesznek az a + Ab és az a — A\b vektorok

merGlegesek egymaésra?

5.7. Feladat. Milyen X\ értékek mellett lesz az a(1,A,1) és a b(—1,2,1) vektorok
szoge 60°7

5.8. Feladat. Allitsa el6 az a vektort két olyan vektor dsszegeként, amelyek koziil
az egyik parhuzamos egy adott b vektorral, a masik pedig merdleges ra! Adja meg
ezt a ket vektort az a(3,2,2) és a b(4, — 2,2) vektorok esetén!

5.9. Feladat. Végezze el az
((a+2b) x (2a + b)) + ((a — 2b) x (2a — b))

kifejezésben a vektorialis szorzésokat, majd hozza a kapott kifejezést egyszertibb

alakra!

5.10. Feladat. Adja meg (a x b,a x b) értékét, ha a és b egymasra mergleges

egységvektorok!
5.11. Feladat. Igazolja a Jacobi-azonossagot!

5.12. Feladat. Legyenek az ABC héaromszigben az zﬁ és ﬁ vektorok koordi-
natai rendre (2, — 3,1) és (1,4,6). Szamitsa ki az A csticshoz tartoz6 magassig

hosszat!

5.13. Feladat. Legyenek egy paralelogramma két, kdzos kezdGpontbodl indulé él-

vektorai a(3, —1,1) és b(A, 2,1). Szamitsa ki A értékét, ha a paralelogramma teriilete

36!

5.14. Feladat. Az a(2, — 1,2), b(3,1,5) és ¢(A,2, — 1) vektorok altal kifeszitett
paralelepipedon térfogata A milyen értéke mellett lesz 10 egység?

5.15. Feladat. Az a()\,2,1), b(3, — 1,0), ¢(2,1,0) vektorharmas A milyen értéke
mellett lesz komplanaris?

5.16. Feladat. Irja fel a P(1,2,3) ponton athalado v(—3,6,2) iranyvektort egye-

nes paraméteres és paramétermentes egyenletrendszereit!
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5.17. Feladat. Adja meg a P;(—2,5,6) és a P»(7, — 1,3) pontokra illeszkeds

egyenes paraméteres és paramétermentes egyenletrendszereit!

5.18. Feladat. Irja fel az = 3+2\,y = 2 — \, 2 = 5+ 4\ egyenessel parhuzamos
P(-3,2, — 1) ponton athaladé egyenes egyenletrendszerét!

5.19. Feladat. Legyen A(0, —1,3) és B(1,3,5). Irja fel az A ponton atmend, AB

egyenesre merdleges sik egyenletét!
5.20. Feladat. Irja fel harom nem komplanaris pontra illeszkedd sik egyenletét!

5.21. Feladat. Irja fel a P(1,3,2) pontra illeszkeds, a —2x 4+ y +32 = 1 és o —

—y — z + 2 = 0 sikok metszésvonaléval parhuzamos egyenes vektoregyenletét!

5.22. Feladat. Irja fel annak a siknak az egyenletét, amely illeszkedik a P(—2,3,1)

pontra, és az x — y + 3z = 8 és 2x + y — z = —2 sikok metszésvonaléral
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6. Vektorterek

Kozépiskolai tanulméanyainkban vektor alatt az el6z6 fejezetben targyalt szabadvek-
torokat értettiik. Mint lattuk, a szabadvektorokat Ossze lehet adni, s6t meg lehet
barmilyen valos szammal szorozni Ggy, hogy az eredmény szintén szabadvektor lesz.
A fels6bb matematikaban a vektor fogalma ez utobbi miiveletek elvégezhet&ségét,
és azok bizonyos tulajdonsagait ragadja meg.

El6szor a skalarral vald szorzés fogalmat altalanositjuk.

6.1. Definici6é. Legyen V egy adott csoport és T egy test. Azt mondjuk, hogy a
V csoporton értelmezve van a (T-beli) skaldrokkal vald szorzds, ha adva van egy
+ TxV — V fiiggvény. Ekkor az (a,a) € T x V elem képét « - a-val jeloljiik és az

a a-szorosdnak mondjuk.

Példaként tekintsiik a T test feletti m x n tipusi matrixok halmazat, és egy A
testbeli elem és egy A matrix szorzatat értelmezziik ugy, hogy a matrix minden ele-
mét megszorozzuk A-val. Altalaban ezt szoktuk a mdtrizok skaldrral vald szorzdsdn

érteni.

6.2. Definicio. Legyen (V, +) egy Abel-csoport és T' egy test. Azt mondjuk, hogy
V wvektortér (vagy linearis tér) a T test felett, ha értelmezve van rajta a T-beli ska-
larokkal val6 szorzas, és minden a,b € V és A\, u € T esetén teljesiilnek a kovetkezd

tulajdonsagok:
1. AMa+b) = Aa+ Ab,
2. (A p)a = Aa+ ua,
3. (Aw)a = A(pa),
4. la =a.
Ekkor V elemeit vektoroknak nevezziik.
Példak vektortérre:
1. Myuxn(T) a fent bevezetett skalarral valo szorzéassal vektortér a T test felett.

2. A T test elemeibdl alkotott rendezett elem n-esek halmaza vektortér a T test
felett, ha az Osszeadést és a skalarral valo szorzast komponensenként végezziik

el:
(al,aQ,...,an)+(b1,b2,...,bn) = (a1+b1,a2—|—b2,...,an—|—bn)
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5.

6.

A-(a1,az2,...,a,) = (a1, Aag, ..., Aay,).

Ezt a vektorteret T™-nel jeloljiik. Megjegyezziik, hogy T™ elemeit gyakran

azonositjuk az n x 1 vagy 1 x n tipust méatrixokkal.
Vektortér minden test barmely részteste felett.

Az 6sszes T-beli egylitthatos polinom a szokasos Gsszeadéassal és konstanssal

val6 szorzassal vektorteret alkot a T test f0lott.
Az 0sszes valods szamsorozatok halmaza vektortér a valos szamtest folott.

A szabadvektorok halmaza vektortér a valds szamtest f6lott.

AV zéruselemét zérusvektornak, vagy nullvektornak nevezziik, melynek jelolé-

sére tovabbra is a 0 szimboélumot hasznaljuk.

Legyen V vektortér a T test felett, A € T és a € V. Nem nehéz igazolni, hogy

Aa = 0 akkor és csak akkor teljesiil, ha A = 0 vagy a = 0.

6.3. Definicié. A V vektortér L részhalmazat altérnek nevezziik, ha L maga is

vektortér a V-beli miiveletekkel, ugyanazon test folott.

Minden vektortérnek altere a {0} és 6nmaga.

Az alabbi allitas a részcsoport-kritérium (1.13. tétel) egyenes kovetkezménye:

6.4. Tétel (Altérkritérium). A V wvektortér L nemiires részhalmaza pontosan akkor

altér, ha barmely a,b € L és A € T esetén a — b és Aa is elemei L-nek.

Néhany példa altérre:

1.

A szabadvektorok korében egy rogzitett szabadvektor és annak Osszes ska-
larszorosai alteret alkotnak (ezek az alterek az euklideszi tér origon atmend

egyenesei lesznek).

. Egy test folotti polinomok vektorterében altér egy adott n-nél nem nagyobb

fokszamu polinomok halmaza, az azonosan nulla polinommal kiegészitve.
Az M, (T) vektortérben a felss haromszogmatrixok halmaza.

Szintén alteret alkot a valds szdmsorozatok vektorterében a konvergens soro-

zatok halmaza.
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6.1. dbra. R? alterei

Tekintsiik egy vektortér tetszdleges szami alterét és jelélje H mindezek metsze-
tét. Ha a,b € H, akkor a és b benne vannak mindegyik altérben, igy az altérkrité-
rium szerint a — b is, és ha A € T, akkor Aa is benne van mindegyik altérben, tehat
a—0be H é la € H. Ekkor viszont az altérkritérium szerint H altér. Igazoltuk
tehat, hogy alterek metszete is altér. Nem mondhat6 el ugyanez az alterek unioja-
rol: belathato, hogy két altér unidja csak tgy lehet altér, ha egyikiik tartalmazza
a masikat.

A tovabbiakban vektorrendszeren a vektortér véges vagy végtelen szamu vekto-
rat értjik, agy, hogy abban egy vektor akar tobbszor is szerepelhet (valojaban a
vektorrendszer ennyiben kiilonbozik egy vektorokat tartalmazé halmaztol). Kovet-

kezésképpen a vektortér részhalmazai is vektorrendszereknek tekinthetsk.

6.5. Definici6. Legyen V vektortér és H egy nemiires vektorrendszere V-nek. A
H dltal generdlt altér alatt V a H vektorrendszert tartalmazo altereinek metszetét
értjiik. Ezt az alteret £(H) jeloli.

L(H) nyilvan V  legsziikebb” olyan altere lesz, mely tartalmazza a H vektor-
rendszert. A legsziikebb jelz§ itt azt jelenti, hogy minden olyan altér, ami tartal-

mazza a H vektorrendszert, szlikségképpen tartalmazza L(H)-t is.

6.2. abra. £L(H) a V H-t tartalmazo altereinek metszete
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6.6. Definicié. Legyenek aq,as,...,a, a V vektortér vektorai, és Ay, Ao, ..., Ay
adott skalarok. Ekkor a
)\10,1 + )\2(12 + 4 )\nan

vektort az ap,as,...,a, vektorok Ai,Ao,... A\, egyitthatokkal képzett linedris

kombindciojanak nevezziik.

Mivel a linearis kombinacié tulajdonképpen vektorok skalarral val6é szorzasa,
majd azok Osszeadasa, a linearis kombinécié nem vezet ki az altérbdl, azaz egy
altér tetszdleges vektorainak tetszéleges egyiitthatokkal vett linearis kombinécidja
is eleme az altérnek.

A linearis kombinacio segitségével le tudjuk irni L(H) elemeit.

6.7. Tétel. Legyen V wvektortér, és H egy nemiires vektorrendszere V -nek. Ekkor

L(H) éppen a H-beli vektorok dsszes linedris kombindcidinak halmaza.

Bizonyitds. Jelolje H* a H-beli vektorok Gsszes linearis kombinacidinak halmazéat.
Mivel H C L(H), az €l6z6 megjegyzés szerint H* C L(H ). Masrészt megmutatjuk,
hogy H* altér. Valoban, legyenek a és b tetszGleges linearis kombinéciéi H-beli
vektoroknak, és tegyiik fel, hogy ezen lineéaris kombinaciokban szerepld Gsszes H-

beli vektorok az aq,as, ..., a,, azaz léteznek olyan «; és (; skalarok, hogy
a =101 +Qaaz+ -+ anan, és b= a1+ P2a0+ -+ Bnan.
Ekkor nyilvan
a—b= (a1 = pr)ar + (a2 — fa)az + -+ + (an — Bn)an
és
Aa = (Aaq)a; + (Aas)as + -+ + (A )an

is H-beli vektorok linearis kombinécioi, azaz H* elemei. Tehat H* egy H-t tartal-
maz6 altér V-ben, L(H) pedig az ilyenek metszete, igy L(H) C H* is teljesil. [

A fenti tétel alapjan az L(H) alteret a H vektorrendszer linedris lezdrtjanak is
szokas nevezni.
Konnyt belatni, hogy egy vektorrendszer altal generalt altér nem valtozik, ha

a vektorrendszeren az aldbbi atalakitasokat végezziik:

1. egy vektort szorzunk egy nemnulla skalarral,
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2. egy vektorhoz hozzaadjuk egy mésik vektor skalarszorosat,

3. elhagyunk a vektorrendszerbdl olyan vektort, mely elgall a megmaradok li-

neéris kombinaciojaként,

ugyanis ezekben az esetekben a régi és az j vektorrendszer vektorai 6sszes linearis

kombinaciéinak halmaza megegyezik.

6.8. Definicié. A V vektortér egy H vektorrendszerét a vektortér generdtorrend-
szerének nevezzik, ha L(H) = V, azaz V minden eleme el6all H-beli vektorok
linearis kombinécidjaként. Egy vektortér végesen genmerdlt, ha van véges sok elem-

bdl allo6 generatorrendszere.

Az R? vektortér végesen generélt, mivel a H = {(1,0), (0,1)} halmaz a vektor-
tér egy véges (kételemii) generatorrendszere, ugyanis tetszéleges (a,b) € R? vektor
elgall H elemeinek linedris kombinaciojaként, nevezetesen (a,b) = a(1,0) + b(0, 1).
Ko6nnyen belathaté az is, hogy a polinomok vektorterének nincs véges sok elembdl
allo generatorrendszere, hiszen véges sok polinom semmilyen linearis kombinécio-
janak foka sem haladja meg az ezen polinomok kozotti legmagasabb foku polinom
fokat.

6.9. Definicio. A V vektortér K és L altereinek dsszegén a
K+L={k+1l:keK,lelL}

halmazt értjiik.

A K + L nem mas tehat, mint K vektorainak az Gsszes lehetséges moédon vett
Osszege L-beli vektorokkal. Példaul ha K a fels6, és L az als6 haromszogmatrixok
altere a T test feletti nxn tipust méatrixok vektorterében, akkor K+L = M« (T).
Vagy a tér két egymast az origbban metsz6 egyeneseinek, mint altereknek az 6sszege
a két egyeneshez illeszkedd sik.

Az altérkritérium alapjan latszik, hogy két altér Osszege is altér lesz, ugyanis
ha a és b a K + L altérosszeg elemei, akkor a = k1 411 és b = ko + 1[5 alakban irhato
valamely k1, ko € K és l1,ls € L vektorokkal, igy

a—b=(ki+1)—(ka+1l2) = (k1 —ka) + (L —12) e K + L,

eEK €L
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és barmely A\ skalar esetén

Aa=Aki+11) =My + My € K+L.
~— =~
EK €L

Konnyen belathaté az is, hogy K + L nem més, mint a K U L halmaz altal
generélt altér.
Definicio szerint K + L minden eleme felirhatdé egy K és egy L-beli vektor

Osszegeként. Kiilon figyelmet érdemel az az eset, amikor ez a felirds egyértelm.

6.10. Definicié. Ha a V vektortér K és L altereinek 6sszegében barmely a vektor
a = k + [ alaku felirdsa, ahol k € K és | € L, csak egyféleképpen torténhet meg,
akkor a K + L Osszeget direkt dsszegnek nevezziik, melyet a késébbiekben K & L
fog jel6lni.

Ha a K és az L alterek metszete csak a nullvektorbél all, akkor a K + L direkt
Osszeg. Valoban, ha a metszet ilyen, és az a € K + L vektor ky + [1, illetve ko + lo
alakban is felirhato, ahol ki,ks € K és ly,lo € L, akkor k1 + Iy = ko + l2, azaz
k1 — ko = lo — 11 teljesiil. Ebbdl kovetkezik, hogy a k1 — ko és az l5 — I; vektorok
a K és az L altérnek is eleme, ami a feltevés miatt csak tgy lehet, ha mindketts
a nullvektor, vagyis k1 = ko és [; = l. Igaz az allitds megforditasa is: ha a K + L
direkt Osszeg, azaz az altér minden eleme egyértelmien el6all k + [ alakban, ahol
k€ K ésl € L, akkor K N L = {0}, ugyanis ha valamely nemnulla = vektor a
metszetben volna, akkor az az © = x + 0 és az x = 0 4 x kiilonbo6z6 elGallitasokat
eredményezné.

Direkt 6sszeg példaul a sik barmely két origot tartalmazoé egyenesének Gsszege.
De ha K a felss, és L az als6 haromszogmatrixok altere M,,x,(T)-nek, akkor a
K + L nem direkt 6sszeg, ugyanis K N L éppen a diagonalis métrixok halmaza.

Az alterek 6sszegének definicidja konnyedén kiterjeszthets véges sok altér Gssze-

gére: a V vektortér Ly, Lo, ..., L, altereinek 6sszegén az
L1+L2++Ln:{ll+l2++lnll €L1,12€L2,...,ln€Ln}

halmazt értjiik. Tovabba azt mondjuk, hogy ezen alterek Gsszege direkt Osszeg, ha
L1+ Ly + -+ L, minden eleme egyértelmtien irhato fel Iy + 15 + - - - + [, alakban,
ahol l; € Ly,ls € Lo, ...,l, € L,. Bizonyithato, hogy L1+ Lo + - - -+ L, pontosan
akkor direkt Gsszeg, ha barmely ¢ € {1,2,...,n} esetén L; metszete az Ly U ... U
UL;—1UL;j41U...UL, altal generalt altérrel csak a nullvektort tartalmazza.

96



6.1. Vektorok linearis fliggdsége

Legyenek a1, as,...,a, adott vektorai a V vektortérnek. Most nézziik meg, hogy

milyen A1, As, ..., A\, skalarok esetén lesz a
Arar + Az2az + -+ + Apap

linearis kombinacié a zérusvektor. A legnyilvanvalobb valasz erre, hogy példaul

akkor, ha A\ = Ay = --- = X\, = 0. Ha ettdl kiilonb6z6 esetben ez nem fordulhat el6,
akkor azt mondjuk, hogy az a1, as, . .., a, vektorok linearisan fliggetlenek, vagy méas

szoval linearisan fliggetlen vektorrendszert alkotnak. Egyébként pedig linearisan

fliggs vektorokrol beszéliink.

6.11. Definici6é. Egy vektortér adott véges sok vektorat linedrisan figgetlenek-
nek mondjuk, ha azok linearis kombinacidjaként a zérusvektor csak ugy allithato
el6, hogy minden egyiitthaté nulla. Egyébként a vektorokat linedrisan fliggdknek
mondjuk. Végtelen sok vektort tartalmazé vektorrendszerre akkor mondjuk, hogy
linearisan fiiggetlen, ha annak barmely véges alrendszere linearisan fiiggetlen, azaz
koziiliik barhogyan is valasztunk ki véges sok vektort, azok linedrisan fiiggetlenek

lesznek.

Konnyen igazolhato, hogy ha H linearisan fiiggetlen vektorrendszer (azaz vekto-
rai linearisan fliggetlenek), akkor minden H-bol vektorok elhagyéasaval nyert nem-

iires vektorrendszer szintén linearisan fiiggetlen.

6.12. Tétel. A V wvektortér ay,as,...,a, vektorai, ahol n > 2, pontosan akkor li-

nedrisan fiiggdek, ha kozilik valamelyik felirhatd a tébbi linedris kombindcidjaként.

Bizonyitds. Valoban, ha az aq,as, ..., a, vektorok linearisan fliggsk, akkor a
Aar + Aoas + -+ Aa, =0

egyenl@ség nugy is teljesiil, hogy az egyiitthatok kézott van nullatél kiillonbozs. Le-
gyen ez mondjuk ;. A fenti egyenl&séget \i-gyel osztva, majd atrendezve kapjuk,

hogy

vagyis az a; vektor el6all a tobbi linearis kombinacidjaként. Forditva, ha példaul
a1 = Aga2 + -+ + Apay,
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akkor teljesiil a
0=—a; +Xas+ -+ \pa,

egyenl@ség, melyben a; egyilitthatéja nem nulla. Tehat az aq,as,...,a, vektorok

linearisan fiiggdk. O
A tételbs] kénnyen kovetkezik, hogy
1. ha egy vektorrendszer tartalmazza a zérusvektort, akkor linearisan fiiggd;
2. ha egy vektorrendszer két azonos vektort tartalmaz, akkor linearisan figgd;

3. két vektor pontosan akkor linearisan fiiggd, ha egyik a mésiknak skalarszoro-

sa.

Példaként megvizsgaljuk, hogy az R* tér
ar = (1,2,3,4), as = (—2,5,0,1), ag = (—1,4,1,2)

vektorai linearisan fiiggetlenek-e vagy sem. Irjuk ezeket a vektorokat egy matrix

soraiba a kovetkezSképpen, majd hozzuk azt 1épcsés alakra:

1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4
-2 5 0 1| ~|0 9 6 9] ~10 9 6 9
-1 4 1 2 0 6 4 6 0 0 0 0

Ami biztos: az utols6 sor végiil kinullazodott. Mit is jelent ez? A kiindulé maéatrix
soraiba rendre az a1, as, as vektorok komponenseit irtuk. Késébb a 2. sorhoz hoz-
zdadtuk az 1. sor kétszeresét, a 3. sorhoz pedig az 1. sort, igy a masodik matrix 2.
és 3. soraiban rendre a as + 2a; és asg + aq vektorok komponensei keriiltek. Végiil a

3. sorbol kivontuk a mésodik sor 2/3-szorosat, igy az utolsé matrix 3. sora mér az
2
as +a; — g(az + 2a1),
vektorhoz tartozik, ami a nullvektor lett. Az
2
asz +a; — g(ag +2a1) =0
egyenlGséghdl kifejezve mondjuk az ag vektort
az = §a1 + gag
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adodik, ami jol mutatja, hogy agz felithaté az a; és ay vektorok linearis kombiné-
ci6jaként, tehat a vektorrendszeriink linearisan fiiggs. Altalaban is igaz, hogy ha
egy matrix sorai, mint vektorok, linearisan fligg6k, akkor a matrix lépcsés alakja

tartalmaz csupa nulla elemekbdl allé sor. S6t, igaz az allitas forditottja is.

6.13. Definicié. Egy vektortér egy linearisan fiiggetlen generatorrendszerét a

vektortér bdzisdnak nevezzik.

Koénnyen lathato, hogy a T" vektortérben az
er=(1,0,...,0), ea= (0,1, ...,0), ..., en = (0,0, ...,1)

vektorok bézist alkotnak, melyet a vektortér természetes bizisinak neveziink. To-
vabbé, a polinomok vektorterének egy bazisa 1,z,z2, ...

Nem nehéz igazolni, hogy a bazis tulajdonképpen egy ,minimalis” generator-
rendszer. Hamel tétele szerint minden legalabb két vektort tartalmazé vektortérnek

van bézisa.

6.14. Definicié. A V maximdalis linedrisan fiiggetlen vektorrendszerén olyan line-
arisan fiiggetlen vektorrendszert értiink, amely barmely V-beli vektor hozzavétele

utan mar linearisan fiiggd lesz.

6.15. Tétel. Legyen B a V wvektortér egy vektorrendszere. Az aldbbi dllitdsok ek-

vivalensek:
1. B bdzisa V -nek.
2. B maximdlis linedrisan fiiggetlen vektorrendszere V -nek.

3. 'V minden eleme egyértelmien felirhato B elemeinek linedris kombindcidja-
ként.

Bizonyitds. 1. = 2. Mivel B bazis, igy generatorrendszer is, és tetszéleges a €
€ V vektor elsall B-beli vektorok linearis kombinacidjaként. Ekkor a 6.12. tétel
értelmében B a-val kiegészitve mar linearisan fiiggs, tehat B maximalis linedrisan
fliggetlen vektorrendszer.

2. = 3. Valasszunk egy tetszéleges a € V vektort! Mivel B maximalis linearisan

fliggetlen vektorrendszer, léteznek olyan aq,as,...,a, € B vektorok, hogy a

Aa + Aaq + Asas + -+ Aa, =0
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egyenlGség teljesil ugy, hogy a A\, A1, Ao, ..., A\, skalarok nem mindegyike nulla. Itt
feltehetd, hogy A # 0, ugyanis ellenkez6 esetben B-nek linearisan fiiggének kellene
lennie. Kaptuk tehat, hogy

melybdl kdvetkezik, hogy minden a € V elGall B-beli vektorok lineédris kombinaci-
0jaként, azaz B generatorrendszer.
Tegyiik fel, hogy az a € V vektor kétféleképpen is elGéll az aq, as, . . ., a, kiilon-

b6z6 B-beli vektorok linearis kombinaciojaként:
a = a1 + agas + -+ + apan

és
a = pra1 + Baas + - + Bpan.

Kivonva egymasbol a kett6t, kapjuk, hogy
0= (a1 — Br)ar + (a2 — f2)ag + - + (an — Bn)an.

Mivel B linearisan fiiggetlen, ez csak tugy lehet, ha

aq :BhOQ:BQa"'aan:ﬁna

tehat az elGallitas egyértelm.

3. = 1. Feltéve, hogy V minden eleme egyértelmten el6all B-beli vektorok
linearis kombinaciojaként, kapjuk, hogy B generatorrendszer. Nyilvan a zérusvektor
is csak egyféleképpen all el B elemeinek linearis kombinaciojaként, ez nem lehet
mas, mint a csupa nulla egyiitthatokkal vett linearis kombinécid, ezért B linedrisan
fliggetlen. Tehat B bazis. O

Ismert, hogy végesen generélt vektortérben minden bézis egyenld szamossagu.
Egy végesen generalt V vektortér bazisainak kozos szamossagat a vektortér dimen-
ziojanak nevezziik. Jele: dim V. Mint azt az el6bb lathattuk, dim 7™ = n.

Ha egy vektortér nem végesen generalt, akkor azt mondjuk, hogy a vektortér
dimenzidja végtelen. Példaul dim R[z] = co.

Mi a tovabbiakban csak végesen generalt vektorterekkel foglalkozunk.

Megjegyezziik, hogy ha a V' vektortér dimenzidja n, akkor belathatd, hogy min-
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den n elemii linearisan fiiggetlen vektorrendszer bazist alkot V-ben, és minden n-nél
kisebb elemszamu lineérisan fliggetlen vektorrendszer bazissa egészithets ki tovabbi
vektorok hozzavételével.

Legyen ai,...,a, a V vektortér egy bazisa. Most sziikségiink lesz arra a fel-
tevésre, hogy a bazisvektorok sorrendje rogzitett, ezért az n darab bazisvektort
egy rendezett elem m-es komponenseinek tekintjiik, és a bazist ennek megfelelGen
(a1,...,an)-nel jeloljik. Ha a € V, akkor azon A, ..., A, skalarokat, melyekre a =
= Aa1+Agas+- -+ A\pan, az a vektor (aq, . . ., a,) bdzisra vonatkozd koordindtdinak
nevezziik. Ha az a vektort az elére rogzitett (aq,...,a,) bazisban koordinataival
adjuk meg, akkor azt irjuk, hogy a = (A1,..., A,). Ez a jelolés els6 ranézésre megté-
vesztG lehet, mert ez igy olyan, mintha a egy T™-beli vektor lenne. Kénnyen latszik

azonban, hogy ha az z és y vektorok koordinédtai az adott bazisra vonatkozdan

rendre aq,...,ay €s B1,..., 0y, akkor az x + y vektor koordinatai ugyanebben a
béazisban ay + B1,...,a, + B, tovabba tetszéleges A\ skalar esetén a Az vektor

koordinatai pedig Aagq, ..., Aa, lesznek. Kovetkezésképpen, koordindtakkal adott
vektorokkal ,ugyanugy” kell a vektortér alapmiiveleteit elvégezni, mint a T™ eleme-
ivel, ezért nyugodtan kezelhetjiik a koordinatakat T™ elemeiként. Ezt a koncepciot
a Linearis leképezések cimii fejezetben tovabb pontositjuk.

Definicié szerint T™ vektorainak a tér természetes bazisara vonatkoz6 koordi-
natai pontosan a vektor komponensei lesznek.

Most felirjuk a b = (1, —3) vektor koordinatait az (a1, as) bazisban, ahol a; =
= (3,2) és ag = (—1,—2). Ehhez meg kell keresniink azon A;, Ay skalarokat, me-
lyekre

A1ai + Aoas = b

teljestil. Az egyenlGség bal oldalan 1évé kifejezés
A1(3,2) + A2(—1,=2) = (3A1,2A1) + (A2, —2A2) = (BA1 — A2, 2A1 — 2A9),
amely nyilvan csak agy lehet egyenls a b = (1, — 3) vektorral, ha
3 — A =1,

és
2A1 —2Xg = 3.

Ez egy kétismeretlenes linearis egyenletrendszer, melynek megoldasa torténhet pél-
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déaul ugy, hogy az elsé egyenletbdl \o-t kifejezziik: Ao = 31 —1, majd ezt a méasodik
egyenletbe helyettesitjiik:

2)\1 - 2(3)\1 - ].) = —3,

ahonnan A\ = 5/4, majd Ay = 11/4. A b vektor Gj koordinatai tehat 5/4 és 11/4,
melyet agy jelolink, hogy (5/4,11/4). A bazisvektorok sorrendje fontossaganak
hangsulyozasa céljabol megemlitjiik, hogy a b vektor koordinatai az (aq, a;) bazis-
ban nyilvan (11/4,5/4) lennének.

Ha magasabb dimenziéban szamolunk, ketténél tobb ismeretlent tartalmazo
linearis egyenletrendszer megoldasara lesz sziikség. Tobbek k6zott emiatt szenteljitk

a kovetkezs fejezetet a linearis egyenletrendszerek elméletének attekintésére.

6.2. Vektorrendszer rangja

6.16. Definicié. Azt mondjuk, hogy egy vektorrendszer rangja r, ha a vektor-
rendszerbdl kivalaszthaté r darab linearisan fiiggetlen vektor, de r + 1 mér nem.

Az aj,aq,...,a, vektorrendszer rangjat Rank(aq,aq, ..., a,) jeloli.
Egy vektorrendszer rangja megegyezik az altala generalt altér dimenzidjaval.

6.17. Tétel. Ha egy vektorrendszer vektoraihoz hozzdvesziink egy olyan vektort,
amely elddll a vektorrendszer vektorainak linedris kombindcidjaként, akkor a vek-

torrendszer rangja nem vdltozik.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy az a1, as,...,a, vektorrendszer rangja r, és legyen b

egy olyan vektor, mely elGall ezek linedris kombinaciojaként, azaz
b= Mai + Xas+ -+ Apap (61)

valamely A1, Ao, ..., A, skalarokkal. Megmutatjuk, hogy az a1, as,...,an,b vek-
torrendszer rangja nem lehet r 4+ 1. Valéban, ha a rangja r + 1 lenne, akkor
kivalaszthatnank belSle r» + 1 linearisan filiggetlen vektort, amely nyilvan tartal-
maznd a b vektort, és az altalanossdg megszoritasa nélkiil feltehetd, hogy a tob-
bi vektor az aq,as,...,a,. Ekkor az ai,as,...,a, vektorok mindegyike el6all az
ai,as, . ..,a, vektorok linearis kombinéacidjaként, ugyanis r darab linearisan fiig-
getlen vektorrol van sz6. Ezen elGallitasokat a (6.1) egyenldségbe helyettesitve lat-

hatjuk, hogy a b vektor elall az a1, as,. .., a, vektorok linearis kombinacidjaként,
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ezért az a1, as, ..., a,,b vektorrendszer mar linearisan fiiggd, ami ellentmond a fel-
tevésiinknek. Ez azt mutatja, hogy az aq,as,...,a,,b vektorrendszer rangja nem
lehet r + 1, tehat marad 7. O

Vilagos, hogy egy T test feletti m x n tipust métrix sorait tekinthetjiikk mint 77-
beli vektorokat (ezeket a matrix sorvektorainak nevezziik), oszlopait pedig mint 7
vektorait (ezek a matrix oszlopvektorai). Egy mdtriz rangjdn a sorvektor-rendszere
rangjat értjiik. Az A matrix rangjat Rank A jeloli.

Miért pont a sorokat tiintettiik ki? A kovekezd tétel szerint ennek nincs jelen-

tGsége.

6.18. Tétel (Rangszamtétel). A kévetkezd dllitdsok ekvivalensek.
1. Az A mdtrix rangja r.
2. Az A mdtrixz oszlopvektor-rendszerének rangja r.

3. Az A mdtriznak van r-ed rendd nemnulla aldetermindnsa, de nincs r + 1-ed

rendd nemnulla aldetermindnsa.

Tehat a tétel szerint egy matrix oszlopvektor-rendszerének rangja, sorvektor-
rendszerének rangja, valamint a matrix legnagyobb rend nemnulla aldeterminan-
sanak a rendje mindig megegyezik.

A tétel harmadik pontja lehetévé teszi a matrixok rangjanak eliminécios mod-
szerrel valo kiszamitasat, ugyanis egy matrix 1épcsés alakjabol egyszeriien leolvas-
hato a legnagyobb nemnulla aldeterminansanak a rendje. Az eliminaciés modszer-
nél mutatott példaban a (2.1) méatrixot hoztuk lépcsds, s6t trapéz alakra, melyrél
latszik, hogy a matrix rangja 3, hiszen harmadrendiinél nagyobb nemnulla aldeter-
minanst nem tartalmazhat, harmadrendiit viszont igen, ilyen példéul az 1.,2. és a
4. sorok és ugyanezen indexd oszlopok altal kimetszett aldeterminéns. Ebbdl az is
kovetkezik, hogy az A métrix sorvektorai és oszlopvektorai kozott az 1., 2. és a 4.
linearisan fliggetlenek.

Altalaban igaz, hogy egy matrix rangja a lépcsés alakjaban marado, nem csupa

nulla elemeket tartalmazo6 sorok szamaval egyenl6.

6.3. Kapcsolod6 Maple eljarasok

A vektorok bevitele, 6sszeadasa, és skalarral valo szorzasa ugyanugy torténik, ahogy

azt a szabadvektoroknal lattuk, ugyanis az ott bemutatott operatoroknél és eljara-
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soknal nem el6iras, hogy a koordinatak szama 3 legyen. Emiatt itt ezekre mar nem
tértink ki djra. Induljunk ki inkabb a fent is idézett a 2.1 méatrixbol!

> with(LinearAlgebra):
> A:=Matrix([[2,0,1,3,-11,[1,1,0,-1,1]1,[0,-2,1,5,-31,[1,-3,2,10,-5]1):

A matrix rangjat kozvetleniil megkaphatjuk:

> Rank(A) ;

Ez egyezik az altalunk kapott eredménnyel. Ezek szerint az A matrix sorvekto-
rai koziil kivalaszthatunk egy 3 elemi lineédrisan fiiggetlen vektorrendszert, de 4
elemfit mar nem. Mas széval, az A méatrix sorvektorai R* egy 3-dimenziés alterét

generaljak. Ezt erdsiti meg a kovetkezd parancs is:

> RowSpace(A) ;

Az eredmény itt egy béazisa az A métrix sorvektorai altal generalt altérnek. Mi-
vel mar tudtuk, hogy annak dimenzidja 3, nem meglepd, hogy egy 3 vektorbol
allo listat kaptunk. Ha megnézziik az A matrix lépcsGs alakjat (lasd 2.2. szakasz),
lathatjuk, hogy a 1épcs6s alak nem csupan nulla elemeket tartalmazo6 soraihoz tar-
tozo6 sorvektorokat kaptuk vissza. Ha nem kovettiik volna a 1épcsGs alakra hozast
lépésrél-lépésre, az output alapjan nem tudnank megmondani, hogy a matrix me-
lyik 3 sorvektorabol allo vektorrendszere lesz linearisan fiiggetlen. Most ezt fogjuk
kideriteni. Elgszor ,szedjiik szét” az A méatrixot sorvektorokra:

al1] :=Row(A,1):

al2]:=Row(4,2):

a[3]:=Row(A,3):
a[4] :=Row(A,4):

vV V V VvV

Alkalmazzuk a Basis fliggvényt erre a vektorrendszerre, melynek eredménye a vek-

torrendszer egy maximalis linearisan fiiggetlen alrendszere lesz.
> Basis([a[1],a[2],a[3],a[4]1]);

20 v 3 <)t 10 -1 1,1 =3 2 10 -5
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Tehat az A matrix 1., 2. és 4. soraibdl képzett sorvektorok linearisan fliggetlen
vektorrendszert alkotnak, a négy sorvektor alkotta rendszer viszont mar linedrisan
fliggs.

Végiil megemlitjiik, hogy Row és RowSpace eljarasoknak természetesen létez-
nek oszlopokra vonatkozo térsaik: a Column és a ColumnSpace metodusok, melyek

miikodése értelemszeri.

6.4. Feladatok

6.1. Feladat. Vektorteret alkotnak-e a pontosan n-ed foku polinomok a polinomok

Osszeadasara és konstanssal vald szorzasara nézve?

6.2. Feladat. Igazolja, hogy V kommutativ voltat nem sziikséges a vektortér defi-
niciojaban feltenni, hiszen azt az 1. —4. tulajdonsagok teljesiilése maga utan vonja!

(Utmutatas: alkalmazza az emlitett tulajdonsagokat az (1 + 1)(a + b) vektorra!)

6.3. Feladat. Mutassuk meg, hogy T*-ben a H; = {(a,0,b,0) : a,b € T} és Hy =
= {(a,b,a,¢) : a,b,c € T} halmazok alterek! Adjon meg egy-egy bazist ezekben

az alterekben!

6.4. Feladat. Mutassuk meg, hogy a 3x2 tipust matrixok korében alteret alkotnak

azon A = [a;j]3x2 méatrixok, melyre a1; = az; = 0!

6.5. Feladat. Adottak az z és 22 polinomok R[z]-ben. Mely polinomokat kell

hozzévenniink (minél kevesebbet), hogy alteret kapjunk?

6.6. Feladat. Mutassa meg, hogy minden altér tartalmazza a vektorainak Gsszes
linearis kombinéciojat!

6.7. Feladat. Mutassa meg, hogy aza = (1,2),b = (1,0) vektorrendszer generator-

rendszere R2-nek!

6.8. Feladat. Mutassa meg, hogy az (1,3) és (—1,5) linearisan fiiggetlen vektorai
R2-nek!

6.9. Feladat. Mutassa meg, hogy a by = (—1,4) és by = (2, —3) vektorok bazist
alkotnak R2-ben, és adja meg az x = (2,3) vektor ezen bazisra vonatkoz6 koordi-
natait!

6.10. Feladat. Mutassa meg, hogy egy adott A matrixon végrehajtott elemi

sor/oszlop atalakitasok mindegyike megvalosithato az A méatrix egy-egy alkalmas

matrixszal (balrol vagy jobbrol) valo szorzasaval!
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6.11. Feladat. Adjon als6 és fels6 korlatot az olyan m x n tipustt matrixok rang-

jara, melyeknek van legalabb egy nullatol kiilonbo6zé eleme!

6.12. Feladat. Hatarozza meg az alabbi vektorok &ltal generélt alterek egy béazisat

és dimenzidjat!

a)
ay =(2,1,3,1), ay=1(1,2,0,1), a3=(-1,1,-3,0).
b)
0’1:(2’03173771)5 a2:(1a130771a1)5
as = (0,-2,1,5,-3), as=(1,-3,2,9, —5).
c)
ay = (271737_1)7 az = (_1717_?” 1)7
az = (4,5,3,—1), as=(1,5,-3,1).
d)
ar = (1,0,0,—1), as=(1,1,1,0),
az = (1,1,1,1), a4 =(1,2,3,4), as5=1(0,1,2,3).
e)
ap =(-3,1,5,3,2), a2 =(2,3,0,1,0),
as = (1a273727 1)a a4 = (3a _57 _1a _37 _1)a as = (37()’ 1a070)
f)

ar = (172727 _1)7 ags = (2,372,5),
as = (—1,473,1>7 ay = (27973’5)
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7. Linearis egyenletrendszerek
A

2z -3y =4 (7.1)
z+5y=—1

egyenletrendszer megoldasa vélhetGen senki szamara nem okoz gondot. Ko6zépis-
kolaban legalabb két modszert tanultunk a fenti egyenletrendszer megoldésainak
megkeresésére: valamelyik ismeretlent az egyik egyenletbdl kifejezziik, majd a méa-
sikba helyettesitjiik; vagy az egyik egyenlet alkalmas konstansszorosat a masikhoz
hozzéadva elérjiik, hogy az Gsszeg méar csak egy ismeretlent tartalmazzon. Célunk
ennek tovabbfejlesztése olyan esetekre, amikor az ismeretlenek és az egyenletek

szama is tetszdleges, tovabba az egyiitthatok nem feltétleniil valos szamok.

7.1. Definici6é. Az

a1121 + ajpxe + - + a1, = by

a21%1 + A22%2 + -+ + A2p Ty, = by

am1T1 + AmaZ2 + - + AppTn = bm

objektumot, ahol A = [ai;]mxn €5 B = [bilmx1 adott T test feletti matrixok, (n
valtozos, m egyenletbdl allo) linedris egyenletrendszernek nevezziik. Az A matrixot
az egyenletrendszer alapmdtrizdnak, elemeit az egyenletrendszer egyttthatdinak, B-

t a szabadtagok vektordnak, az

ai1 a2 - Qi | by

a21 Az A2n by
[A| B] =

Am1 Am?2 e Amn bm

m X (n+ 1) tipust matrixot pedig az egyenletrendszer kibdvitett mdtrizdnak nevez-
ziik.
Azt mondjuk, hogy a linearis egyenletrendszer megoldhatd, ha létezik olyan

(a1, e, ..., ap,) T"-beli vektor, hogy az 1 = ay, x2 = @a, ..., T, = , helyet-
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tesitéssel az egyenletrendszerben minden egyenlség fennall. Egyébként ellentmon-

ddsosnak nevezzik.

Jelolje a; az egyenletrendszer alapméatrixanak i-edik oszlopvektorat, valamint X
az ismeretlenek oszlopvektorat. Ekkor a linearis egyenletrendszer mdtrizos alakja

AX =B

)

vektoros alakja

T1a1 + X209 + -+ + xpa, = B.

Ez utobbi alakbol latszik, hogy ha az egyenletrendszer megoldhaté, akkor a B
vektor felirhaté az aq,aq,...,a, vektorok linearis kombinacidjaként, igy a 6.17.
tétel miatt

Rank(ay,as,...,a,) = Rank(a,as, ..., an, B).

Forditva, ha a rangok megegyeznek (mindketts r), akkor az aq, as, ..., a, vektorok
koziil kivalaszthaté r darab vektor tgy, hogy azok linearis kombinaciojaként elGal-
lithaté a B vektor. Megérizve az itt felléps egyilitthatokat, a tobbit pedig nullanak
valasztva az egyenletrendszer egy megoldasat kapjuk. Ezzel belattuk a kovetkezd

allitast:

7.2. Tétel (Kronecker-Capelli). Egy linedris egyenletrendszer pontosan akkor old-

hatd meg, ha alapmdtrizdinak rangja megegyezik a kibdvitett mdtrizdnak rangjdval.

Ha a linearis egyenletrendszer megoldhato, akkor léteznek olyan aq, as, ..., ay
skalarok, hogy

o1a1 + agag + -+ anan, = B.

Ha ez az egyenlGség a 1, 5o, . . ., B, skalarokkal is fennallna, azaz
Bra1 + Poas + -+ + Bpa, = B
is teljesiilne, akkor a kett6t egymésbdl kivonva kapnank, hogy
(1 = Br)ar + (g — B2)ag + - -+ + (an — Bn)an = 0.

Vilagos, hogy az alapmatrix rangja nem lehet nagyobb, mint n, mely az ismeretle-
nek szama. Ha Rank A = n, akkor az a4, ao, . . ., a, vektorok linearisan fiiggetlenek,

igy az el6z6 egyenlSségben ay = By, = Pa,...,a, = B, kell, hogy teljesiiljon.
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Tehat, ha egy megoldhato linearis egyenletrendszer alapmatrixdnak rangja egyenld
az ismeretlenek szdmaéaval, akkor pontosan egy megoldasa van.

Most tegyiik fel, hogy az egyenletrendszer megoldhato, de alapmatrixanak rang-

ja kisebb, mint az ismeretlenek szama. Ekkor az aq,as,...,a, vektorok linearisan
fliggbek, azaz vannak olyan (1, fa, ..., B, skalarok, melyek nem mindegyike nulla,
hogy

Brar + Paas + -+ + Bran = 0.

Ha (a1,a9,...,a,) az egyenletrendszer egy megoldasa, akkor
aray + asas + - + ana, = B,

és igy
(a1 + Br)ar + (az + B2)az + -+ + (an + Bn)an = B,

azaz (a1 + 01, aa+ Pa, . . . ay + Br) egy mésik, (a1, ag, . .., a,)-t6l kiillonb6z6 megol-
désa az egyenletrendszernek. Ebbdl az kovetkezik, hogy ha egy megoldhato linearis
egyenletrendszer alapméatrixanak rangja kisebb, mint az ismeretlenek szama, akkor
végtelen sok megoldéasa van (feltéve, hogy a test karakterisztikaja 0).

Most, hogy a linearis egyenletrendszerek megoldhatdsagaval és a megoldasainak
szaméval mar tisztdban vagyunk, nézziik meg, hogyan lehet egy linearis egyenlet-

rendszer 0sszes megoldésait megkeresni!

7.1. Cramer-szabaly

7.3. Tétel. Tegyiik fel, hogy eqy linedris egyenletrendszer A alapmdtriza négyze-
tes, €s determindnsa nem nulla. Ekkor a linedris egyenletrendszer egyértelmiien

megoldhatd, és
Ay

T det A’

ahol Ay annak a mdtriznak a determindnsa, melyet az A alapmadtrizbdl gy kapunk,

Tk

hogy annak k-adik oszlopa helyére a B oszlopvektort irjuk.

Bizonyitds. Mivel det A # 0, a Kronecker-Capelli tétel értelmében az egyenletrend-
szer megoldhatd, és egyetlen megoldasa van. Az AX = B métrixos alak alapjan

ez a megoldas: X = A~ B. Ekkor az inverzmatrix konstrukcidja és a kifejtési tétel
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szerint

=S (A )b, = ; b= mquuAm- =

u=1 =1

O

Példaként a (7.1) linearis egyenletrendszert oldjuk meg. Abban az egyenletek és
az ismeretlenek (reméljiik nem okoz gondot, hogy 1 és x5 helyett x és y szerepel)

szama is 2, az alapmatrix determinansa pedig
2 -3
det =13 #0,

tehat a tétel feltételei maradéktalanul teljesiilnek. A megoldas pedig:

4 =3 2 4
det det
-1 5 17 1 -1 6

T 13 13 ® YT 13 T 13

A modszer elénye az egyszertlisége, hatranya, hogy csak specialis esetben miikodik

(lasd a sok feltételt), és ha az alapmatrix ,nagy”, akkor sok szamoléassal jar.

7.2. Gauss-eliminaci6 linearis egyenletrendszerekre

Két linearis egyenletrendszert ekvivalensnek mondunk, ha megolddshalmazaik meg-
egyeznek. Kénnyen igazolhato, hogy az aldbbi atalakitasok egy linearis egyenlet-

rendszert vele ekvivalens lineéris egyenletrendszerbe visznek &t:
— egyenlet szorzasa nullatol kiilonbo6zé konstanssal,
— egy egyenlethez egy maésik egyenlet konstansszorosanak hozzaadasa,
— olyan egyenlet elhagyasa, amely a megmaradok linearis kombinacioja,
— egyenletek sorrendjének felcserélése,

— az ismeretlenek sorrendjének felcserélése egyiitthatoikkal egyiitt minden e-

gyenletben.

Ebb6l kovetkezGen, ha egy linearis egyenletrendszer kib&vitett méatrixan elemi sor-

atalakitdsokat végziink, akkor vele ekvivalens linearis egyenletrendszer kibévitett
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méatrixdhoz jutunk. A kovetkezs tételben azt targyaljuk, hogyan kovetkeztethe-
tliink a kibgvitett matrix 1épcsés alakjabol az egyenletrendszer megoldhatésagara

és megoldasaira.

7.4. Tétel. Egy linedris egyenletrendszer pontosan akkor oldhaté meg, ha kibdvitett
mdtrizanak lépcsds alakjdban nincs olyan sor, melynek csak az utolsé eleme nem

nulla.

Bizonyitds. Ha a kib6vitett méatrix 1épcsés alakjaban van olyan sor, melyben az
utolsd elem a # 0, de az Gsszes t6bbi elem 0, akkor ahhoz a 0 = a egyenlet tartozik,
ami nyilvan ellentmondas. Igy tehat a lépcsés alakhoz tartozo linearis egyenletrend-
szer nem oldhat6 meg, és nyilvan a vele ekvivalens eredeti sem. Ellenkez6 esetben a
csupa nulla sorokat elhagyva, az egyes egyenletekben a tagok atrendezésével, majd
az egylitthatok és az ismeretlenek indexének megfelel§ atirasaval elérhets, hogy az

egyenletrendszer a kévetkezd alaki legyen:

1171 + 1222 + - -+ Q1pTE + Q1 g1 Th41 0 F QinTy = b1

a22To + -+ - + AopTk + A2 k41Th41 + - -+ A2 Ty = b2

ApkTh + Ok k41241 + - + Qpn®n = by,

ahol a11, asg, . .. agr egyike sem nulla. Ebbdl a megoldés a kdvetkezsképpen kaphato
meg: az utols6 egyenletben az xy1,...,x, ismeretlenek értéke szabadon megva-
laszthato, legyenek ezek rendre a T test ujpi1,...,u, elemei (erre nyilvan csak
akkor van sziikség, ha az utolsé egyenlet t6bb, mint egy ismeretlent tartalmaz),
majd fejezziik ki az utols6 egyenletbdl xp-t:

b akks Akn

zk+17...7izn.
Ak Akk Ak

Az egyenleteken visszafelé haladva, a kovetkez&bdl hasonloan fejezhets ki xy_1, és

igy tovabb, végiil az utols6bol . O

Oldjuk meg az

1+ 22+ 23—T4 =05
201 + 29 —3x3+ 14 =4 (72)
T1+Tot+ T3+ T4 =3

111



lineéris egyenletrendszert a valés szamok felett! Ennek kibévitett méatrixa

12 1 =115
[A|Bl=|2 1 -3 1 |4 |,
1 1 1 1|3
mely 1épcsés alakra hozva
1 1|5 (12 1 -1 5 ]
-3 1 (4| ~]10 -3 =5 3 |—6 |~
1 1 L0 -1 0 2 | -2 ]
(1 2 ~1| 5 ]
~10 =1 0 2 | =2 |~
0 -3 -5 3 |—-6

—_
[\)
|
—_
ot

Az ehhez tartozo

r1+20x94+2x3—2T4 =5
75624’21‘4:72

—5x3 — 34 =0
linearis egyenletrendszer ekvivalens az eredetivel. Az utols6 egyenlet
—51‘3 — 3ZE4 = 0,

melyben x3 vagy x4, legyen most x4, szabadon megvalaszthato: legyen x4 = u, és
ekkor

x——§u
3= g

Behelyettesitve ezt a masodik egyenletbe

—x9 + 2u = -2
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adodik, ahonnan xo = 2 4 2u. Végiil az els6 egyenletbdl
3
x1+2(24 2u) — 5u—u=57

majd atrendezés utan x; = 1 — %u Az egyenletrendszernek tehat végtelen sok

megoldéasa van. Az altalanos megoldas:
r1=1— —u, 10 =2+2u, r3=—-u, T4 = U, (7.3)

ahol u tetszGleges valos szam. Konkrét megoldasokat tigy kaphatunk, ha u helyébe

konkrét valos szamot irunk. Példaul v = 0 esetben a megoldéasvektor:
(1,2,0,0).

Felhivjuk a figyelmet arra, hogy a lépcs6s alakra hozas kézben a kibévitett matrix

utols6 oszlopa nem cserélhetd fel a matrix egyetlen mas oszlopaval sem.

7.2.1. Szimultan eliminacio

Tekintsiik az R3 vektortér E = (e1, eq, e3) bazisat, ahol

€1 = (17_17 1)a
€y = (2,1,—3),
€3 = (352775)7

és hatarozzuk meg az a = (6,2, — 7) és b = (0, —2,3) vektorok F bazisra vonat-
koz6 koordinatait! Kezdjink az a vektorral: keressiik meg azokat a A1, Aa, A3 valos
szamokat, melyekre

A1e1 + Ages + Aze3 = a.

Innen

A (L, —1,1) + A(2,1,—3) + A3(3,2, —5) = (6,2, -7),

a skalarral val6 szorzas elvégzése utan

(/\1, —)\1, )\1) + (2)\2, )\2, —3/\2) =+ (3)\3, 2)\3, —5/\3) = (6, 2, —7),
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majd Osszeadés utan
()\1 4+ 23 + 3A3, — A1 + Ao + 2A3, A1 — 3o — 5)\3) = (6, 2, —7)
adodik. Az egyenlGséget koordinatanként kifejtve a

A +2X+3X3 =6
A+ A2+ 2A3 =2
Al —3Xy — B3 =7

linearis egyenletrendszert kapjuk, melynek alapméatrixa az az A matrix, melynek
oszlopaiba rendre az e, eo és e3 vektorok koordinatai keriilnek, a szabadtagok vek-
tora pedig az a vektor. Vilagos, hogy a b vektor koordinatainak keresésekor kapott
egyenletrendszer alapmétrixa szintén A lesz, szabadtagjainak vektora pedig b. Mi-
vel az eliminaciénal az alapmatrix dominal, a szabadtagokkal csupan ,szdmolunk”,
természetes gondolat, hogy a két egyenletrendszert egyszerre is meg lehetne oldani,

ha az alapméatrixot nem csupan egy, hanem most két oszloppal b&vitenénk:

1 -3 -5|—-7 3
és ezen végezziik el az eliminaciot:

2 3 6 0
3 ) 8 =2 |~
-5 —-8|-13 3

|
—
—
O
pO
|
N\
2
o o =

12 3|6 o0
~103 5|8 -2
00 1/3[1/3 —1/3

Ezt az eljarast nevezziik szimultdn elimindcionak, mely nyilvin nem csak két, ha-
nem tetszdéleges szamu oszloppal elvégezhetd.
A két egyenletrendszer megoldasahoz a visszahelyettesitéseket a két utolso osz-

loppal kiilon-kiilon kell elvégezni:

A +2X+3X3=6
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és

AL +2X+323=0
3Xo +5HA3 = -2

1
A
37 3’

ahonnan a megoldasok mar rogton adédnak.

7.2.2. Gauss-Jordan-eliminacioé

Lathattuk, hogy egy linearis egyenletrendszer megoldasa soran az eliminacié elvég-
zése még csak az utnak a fele, annak eredményeképpen csak egy, az eredetinél mar
sokkal egyszeriibb egyenletrendszert kapunk, melyet még meg kell oldanunk. Sét,
szimultdn eliminicié esetén nem is csak egy egyenletrendszerrsl van szé. A 1ép-
cs6s alak elérése utan akkor van a legkénnyebb dolgunk, ha az alapmatrix helyén
az egységmatrix jelenik meg, mert akkor a megoldas szdmolas nélkiil leolvashato
(a megoldasvektor pontosan a szabadtagok oszlopaban foglal helyet). Ilyen szeren-
csénk azonban ritkdn van, de ha nagyon akarjuk, tehetiink érte, mondjuk gy, hogy

a matrixot redukalt 1épcsés alakura hozzuk:

— a masodik sort osztjuk 3-mal, a harmadik sort 1/3-dal, annak érdekében,

hogy a sorok vezets elemei 1-ek legyenek:

12 3|6 o0
0 1 5/3|8/3 —2/3 |;
00 1|1 -1

— a masodik sor kétszeresét kivonjuk az elsgbdl:

1 0 —1/3]2/3 4/3
0 1 5/3(8/3 —2/3 |;
o0 1 |1 -1

igy a méasodik oszlop {6atlo feletti elemei mar mind nulldk lesznek;
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— veégiil a harmadik sor 1/3-szorosat hozzdadjuk az els6hoz, az 5/3-szorosat

pedig kivonjuk a masodikbol:

1
1
-1

o O =
o~ O
= o O
— = =

Ezt az eljarast eredményeképpen a megoldasok leolvashatok: az a és b vektor koor-
dinatai az F bazisban rendre (1,1,1) és (1,1,—1).

Megjegyezziik, hogy a Gauss-Jordan-eliminaci6 alkalmazasa csak szimultan eli-
minéci6 esetén kifizet6ds, ha csak egyetlen konstansoszlop van, altalaban az egy-
ségméatrix kialakitdsa tobb szamolast igényel, mint a 1épcsGs alakbol a megoldés
kiszamitasa.

A Gauss-Jordan-eliminacié hatékonyan alkalmazhaté métrixok inverzeinek a
meghatarozasara, tgy, hogy azt azon a matrixon hajtjuk végre, melyet tgy ka-
punk, hogy az invertalandé matrix mellé a vele megegyezs tipust egységmatrixot
irjuk. Ha a Gauss-Jordan-eliminéci6 kovetkeztében az invertdlandd matrix helyén
az egységmatrix elallt, akkor az egységmatrix mellett pontosan a keresett inverz-
matrix szerepel. Ha pedig az eliminacié megakad (az invertalandé matrix valamely
sora kinullazodik), akkor a méatrixnak nem létezik inverze.

A 4. fejezetben az

A=1{1 -1 1 (7.4)

méatrix inverzét méar meghataroztuk. Most megtessziikk ugyanezt Gauss-Jordan-

eliminacioval. A kiindulé méatrix az

1 -2 0 1 00 1 -2 0 1
~ 10 1 1 /-1 1 0]|~]0 1 (-1 1 ~
0 -2 -3|1 01 0 0 —-1|-1 2 1
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1 -2 0] 1 0 1 0 2|-1 2
~]10 1 1|-1 1 ~[0 1 1}]-1 1 ~
10 0 1|1 -2 -1 o0 11 -2 -1
(1.0 0/-3 6 2
~10 1 0|-2 3 1
(00 1] 1 -2 -1
A keresett inverzmatrix tehat:
-3 6 2
Al=1-2 3 1
1 -2 -1

A modszer helyessége konnyen lathaté, ugyanis az A - A~! = F egyenléségbél a
maétrixok szorzasanak definiciéja alapjan lathaté, hogy ha az A matrixot az A1
métrix j-edik oszlopaval (X;) mint oszlopmatrixszal szorozzuk, akkor éppen az E
egységmatrix j-edik oszlopat (E,;) kapjuk. Az inverzmatrix oszlopai tehat meg-
kaphatok az

AX1 =FE,, AXo=FE,3, ..., AX,, = E.,

linearis egyenletrendszerek megoldasaiként. Az inverzmatrix meghatarozasara al-

kalmazott Gauss-Jordan eliminécioval pedig pontosan ezeket oldjuk meg egyszerre.

7.3. Homogén linearis egyenletrendszerek

Egy linearis egyenretrendszert homogénnek neveziink, ha by = by = --- = b,,, = 0,
azaz az Osszes szabadtag nulla. Egyébként inhomogénnek nevezziik.

Vilagos, hogy homogén egyenletrendszernek mindig van megoldasa: mikor az
Osszes ismeretlen 0, ezt trivialis megoldasnak nevezziik. Kérdés, hogy vannak-e
ettdl kiilonb6z6 megoldéasai. Mivel az el6z6 részben sehol nem hasznaltuk ki, hogy
a szabadtagok nem nullak, igy a kérdés eliminacidval ugyantugy megvalaszolhato.

Tovabba az is igaz, hogy egy homogén lineéris egyenletrendszer 0sszes megoldé-
sainak halmaza alteret alkot T™-ben (n az ismeretlenek szama), melynek dimenziéja
n — Rank(A).

A kévetkezSkben a linearis egyenletrendszerek megoldashalmazanak szerkezetét

vizsgaljuk.
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Legyen H altere a V vektortérnek és a € V. Ekkor az
a+H={a+h : he H}
halmazt linedris sokasdagnak nevezzik. Az a elemet az a + H linearis sokasag rep-

rezentansanak nevezzik.

7.5. Tétel. Legyen V' eqy vektortér a T test felett, H altere V-nek, a,b € V és
a € T. Ekkor

1. a+ H=0b+ H, akkor és csak akkor, haa —b € H;

2. az{a+ H : a €V} linedris sokasdgok halmaza vektortér T felett, ha
(a+H)+(b+H)=(a+b+H és  ala+H)=(w)+H

(ezt hivjuk o V' H altere szerinti faktorterének).

7.6. Tétel. Ha az AX = B inhomogén linedris egyenletrendszer megoldhatd, akkor
osszes megolddsainak halmaza ¢ + H alaki linedris sokasdga T™-nek, ahol c € T"
az egyenletrendszer egy tetszdleges megolddsa, H pedig az AX = 0 homogén linedris

egyenletrendszer megolddstere.

Bizonyitds. Mivel tetsz6leges h € H esetén A(c+ h) = Ac+ Ah = B, igy c+ H
minden eleme valéban megoldas. Forditva, ha d € T" egy tesz&leges megoldas,
akkor Ad = B és A(d —c¢) = Ad — Ac = B — B = 0 miatt d — ¢ megoldasa a
homogén egyenletrendszernek. Ekkor d —c € H, azaz d € ¢+ H. O

Végiil megoldjuk az

I1+2I2+I37$4:0
201+ 29 — 33+ 24 =0
1 +ro4+23+24=0

homogén linearis egyenletrendszert a valos szamok felett (melynek a (7.2) inho-

mogén valtozatat a Gauss-eliminéci6 ismertetése kozben mar megoldottuk). Ennek

alapmatrixa



melynek 1épcsés alaja

o -1 0 2
0 0 -5 -3

Az ehhez tartozo, az eredetivel ekvivalens homogén lineéris egyenletrendszer

x1 +2x94+2x3—24 =0

—T9 + 2I4 =0
—5.’E3 — 3.%4 =0.
Az utolso egyenlet
—5$3 — 31‘4 = 0,

melyben x4 szabadon megvalaszthato: legyen x4 = u, és ekkor

3
xr3 = —gu
Behelyettesitve ezt a masodik egyenletbe
—x0+2u=0

adodik, ahonnan zo = 2u. Végiil az elsé egyenletbdl kapjuk, hogy
3
1+ 2(2u) — gufu:(),

ahonnan x, = —%u. Az egyenletrendszer megoldastere tehéat

12 3
H = {<—5u,2u,—5u,u> Tu € R} ,

amely egydimenzios altere R*:-nek. A fenti tétel alapjan (7.2) megold4sainak hal-
maza leirhaté az
(1,2,0,0) + H

linearis sokaséaggal.
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7.4. Kapcsolodo Maple eljarasok

A Maple lineéris egyenletrendszerek megoldasara nyujtott lehetGségeit a (7.2) pél-
dan keresztiil fogjuk bemutatni. Az egyenletrendszer bevitelével kezdiink, amely

egyenletek listajaként (halmazaként) torténhet:

> with(LinearAlgebra) :

> er:=[x[1]+2*x[2]+x[3]-x[4]=5,
2*x [1]+x[2]-3*x [3]+x [4]=4,
x[11+x[2]+x [3]+x[4]=3]:

Erdemes az ismeretleneket kiilon listdban (halmazban) is megadnunk:

> X:=[x[1],x[2],x[3],x[4]]:

Az alapmatrix és a szabadtagok vektoranak leolvasasa egy menetben:

> A,B:=GenerateMatrix(er,X);

A kibgvitett méatrix pedig igy kaphato meg:

> K:=GenerateMatrix(er,X,augmented=true);

1 2 1 -1 5
K:=12 1 -3 1 4
1 1 3

A kibgvitett méatrix ,,0sszerakhatd” az A és B matrixokbol is a K:=<A | B> paranccsal,
vagy forditva, ha el6szor a K maétrixot hatarozzuk meg, akkor abbdl az alapmét-
rix az A:=DeleteColumn(K,5), a szabadtagok maétrixa pedig a B:=Column(X,5)
paranccsal szarmaztathato.

A Kronecker-Capelli-tétel szerint az egyenletrendszer alap- és kibGvitett matri-

xal rangjainak ismeretében a megoldasok szama megallapithato. A rangok:
> Rank(A) ,Rank(K) ;
3,3
tehat az egyenletrendszer megoldhaté, és 1évén az ismeretlenek szadma nagyobb,

mint az alapmaéatrix rangja, végtelen sok megoldéasra szamithatunk.

A Maple a megoldasok megkeresésére tobb lehetGséget is biztosit.
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1. Megoldhatjuk az egyenletrendszert a solve paranccsal. Ekkor elég egyetlen

paraméter: az egyenletek listdja.

> M:=solve(er);

M = {11 =1+4x3,20 =2 — %0503,:2:3 =x3,T4 = 72503}
Az M és a (7.3) altal leirt halmazok kozotti formai eltérésnek az az oka, hogy
mi az x4 valtozot tekintettiik szabadnak, a Maple pedig az z3-at. Bizunk ben-
ne, hogy a két megoldashalmaz egyenlGségének bizonyitasa nem okoz gondot
az olvas6 szamara.
Konkrét megoldas elgallitasa érdekében helyettesitsiink x3 helyére konkrét

valos szamot! Példaul, az x3 = 0 esetben
> subs(x[3]=0,M);

{0=0,21 = 1,22 = 2,24 =0}

tehat a (1,2,0,0) vektor megoldéasa az egyenletrendszernek.

2. Masik lehetdség a LinearAlgebra csomag LinearSolve eljarasanak haszna-
lata. Ekkor az egyenletrendszer alapmatrixa és a szabadtagok vektora lesznek

a paraméterek.

> LinearSolve(A,B);

1+ 4_ts
2 — %_t;;
_t3
_ é_t;»,

A megoldas értelmezése talan konnyebb, ha a paraméterlistaban azt is meg-

adjuk, hogy a szabadvaltozo helyére milyen szimbo6lum keriiljon:

> LinearSolve(A,B,free=’v’);

A mi jelolésiinket hasznélva a megoldés tehat

10 5
w1 =144v3, v3 =2 — 3 U8, T3 = U3, T4 = S,
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ahol v3 tetszGleges valos szamot jelol.

Ugyanerre az eredményre jutunk, ha a LinearSolve eljarast az A és B pa-

raméterek helyett csak a K kibgvitett matrixszal hivjuk meg:

> LinearSolve(K,free=’v’);

. A Student[LinearAlgebra] csomag LinearSolveTutor eljarasa pedig be-
visz minket a szinfalak mogé: 1épésrél-lépésre bemutatja az egyenletrendszer
Gauss-eliminacioval, vagy akar Gauss-Jordan eliminécioval térténé megolda-

sat.

> Student [LinearAlgebra] : -LinearSolveTutor (A,B);

. Végiil nézziink egy félautomata megoldéasi modszert! ElGszor a kibGvitett mat-
rixot (a mar ismert modon) lépcs6s alakura hozzuk:

> L:=GaussianElimination(K);

Van a Maple-ben a visszahelyettesitések elvégzésére egy kiilon parancs:

> M:=BackwardSubstitute(L);

1— 12 0,
2+ 2_t0q
—g_tol
_t0y

A

> subs(_t0[1]=u,M);

parancs végrehajtasa utan a megoldas pont olyan alakot 6lt, ahogy azt ko-

rdbban mi magunk is megkaptuk.

A LinearSolve parancs fel van készitve szimultan Gauss-eliminéciora is: ha

a masodik paraméterként megadott matrixnak toébb oszlopa van, akkor minden

egyes oszlopra elvégzi az eliminaciot. Megoldjuk igy a 7.2.1. szakaszban targyalt

példankat, de most az egyenletek helyett egybdl az alapmatrixot, és a szabadtagok

(oszlop)vektorait tartalmazé matrixot adjuk meg:
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> restart;

> with(LinearAlgebra):

> A:=Matrix([[1,2,3],[-1,1,2],[1,-3,-5]]1):
> B:=Matrix([[6,0],[2,-2],[-7,3]1]1):

> LinearSolve(A,B);

1 1
1 1
1 -1

ahol az eredménymatrix oszlopai a B matrix megfelel§ oszlopaihoz tartozoé megol-
dést tartalmazzak.
A Gauss-Jordan elminéciohoz el6szor rakjuk Ossze az A és B maétrixokbdl az

egyenletrendszer kibGvitett matrixéat:

> K:=<A|B>;

melyen a Gauss-Jordan eliminacié a ReducedRowEchelonForm parancs segitségével
hajthato végre:

> ReducedRowEchelonForm(K) ;

1 0 0 1 1
0 1 0 1 1
0 0 1 1 -1

A parancs elnevezése arra utal, hogy a Gauss-Jordan eliminicié eredménye egy
olyan lépcsés alakt métrix, melyben minden nem csupan nulla elemeket tartalmazo
sor vezetd eleme 1, és ezen vezetS 1-esek alatt és f616tt is minden elem 0.

Az el6z6 szakaszban meghataroztuk a (7.4) matrix inverzét Gauss-Jordan eli-

minéci6é alkalmazasaval. Most rabizzuk ugyanezt a Maple-re!

restart;

A:=Matrix([[1,-2,0],[1,-1,1],[-1,0,-3]11):

>

> with(LinearAlgebra):

>

> B:=<A|IdentityMatrix(3)>;

> ReducedRowEchelonForm(B) ;

Az inverzmétrix:
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> DeleteColumn(%,[1..3]);

Kozépiskoldban egy kétismeretlenes linearis egyenletrendszer grafikus modszer-
rel torténs megoldésan azt az eljarast értettiik, amikor az egyenleteket egyenesek
egyenleteinek tekintettiik, majd ezeket az egyeneseket kozos koordindta-rendszer-
ben abrazoltuk, és a metszéspont (ha volt) koordinatait leolvastuk. Ez utobbi az
egyenletrendszer megoldésa. A modszer héatranya, hogy csak akkor hasznélhato
eredményesen, ha az egyenletek lehetévé teszik az egyenesek megfelelel pontossé-

gu abrazolasat. A Maple az egyenesek abréazolasaban tud segiteni:

> plots:-implicitplot ([2*x-3%y=4,x+b*y=-1],x=-5..5,y=-5..5,color=[red,bluel);

de a megoldéasok leolvasisa a mi dolgunk. Ez teljes pontossaggal altalaban nem
tehetd meg.

Befejezésként megnézziik, hogy grafikus iton mit tudunk kezdeni a

204+ 3y+22=17
r+y+z=3
2r4+2y+32=6

haromismeretlenes linearis egyenletrendszerrel. Itt az egyenleteket sikok egyenle-
teinek tekinthetjiik, &m ez kézi rajzolas esetén nem annyira jo hir. A Maple-nek

azonban a sikok abrazolasa sem okoz gondot. ElGszor bevissziik az egyenleteket:
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> s:=[2%x+3xy+z=2,
2%x+4xy+7*z=5,
3kx+10*y+5%z=7] :

majd abrazoljuk a hozzajuk tartozé sikokat:

> plots:-implicitplot3d(s,x=-5..5,y=-5..5,z=-5..5,

color=[red,green,yellow] ,axes=boxed) ;

Az abran szépen latszik, hogy a harom sik egy pontban metszi egymaést, a metszés-
pont koordinatainak leolvasasa viszont éleslatassal is reménytelen. Ne is faradjunk
vele:

> solve(s);

6 27 25
T=——Y=——,2= =
59 59 59

7.5. Feladatok

7.1. Feladat. Oldja meg az alabbi linearis egyenletrendszereket a valos szédmok

halmazan!
a)

2.'171+172—5$3+.’174:8
1 —3x9 — 614 =9
209 —x3 + 214 = —5

T, +4x9 — Txz + 624 =0
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3r1 — 229 + 3 + 224 1

I1+I271}371‘4:72

2{E1—$2+3(E3:4

201 4+ Txo +3x3+ 24 =06
3x1 + 529 + 223 + 224 =4
9x1 +4x0 + 23+ Txy =2

2581 — 3{E2 + 5933 + 71‘4 =1
4x1 — 629 + 223 + 314 = 2
2.’)31 — 3$2 — 111’3 — 15.’)34 =1

T 72582 +£C3 =2
3£C1 +8(E2 — 6%3 =-5
6x1 + 10z + 33 = 4

3CE1 — 5.%2 + 2£83 + 21’4 =3
Tx1 —4xo + 23+ 524 =7
5x1 + Txo — 4x3 + 1024 = 13

7.2. Feladat. Igazolja, hogy egy n ismeretlenes, T test feletti, homogén lineéris

egyenletrendszer megoldéstere valoban altere T"-nek!

7.3. Feladat. Oldja meg az alabbi homogén lineéris egyenletrendszereket a valos

szamok halmazan, majd adja meg a megoldastér dimenziojat és egy bazisat!
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8x1 + 229 + 923 + 524 =0
41’1+SC2+31’3+1’4:O
8x1+2$2+5$3+$4:0

514+ a9 +2x3=0
X +.T2+IE3:0
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8. Linearis leképezések

Legyenek Vi és Vo vektorterek ugyanazon T test felett, és tekintsiink egy ¢: V; —
V5 fliiggvényt. Vegylink V;-ben két tetszéleges a és b vektort, ekkor nyilvan az a +b
vektor is eleme Vi-nek, tovabba ezek ¢ altali p(a), o (b) és p(a + b) képei pedig
mind a V3 tér elemei. De ekkor a p(a) + ¢(b) vektor is Va eleme, és a kérdés az,
hogy ez vajon egybeesik-e a ¢(a + b) vektorral. Ha igen, az tulajdonképpen dgy is

Vi Va

‘-

8.1. 4bra. Leképezések additiv tulajdonsaga

értelmezhetd, hogy a vektorok Gsszeadasa és a ¢ leképezés végrehajtasa felcserélhe-
t6k egymassal. A tovabbiakban azt mondjuk, hogy a p: Vi — V5 leképezés additiv,

ha barmely a,b € V; esetén

pla+b) =p(a) + »(b).

Az a vektorral egyiitt Aa is eleme Vi-nek barmely A € T esetén, és igy azok képei,
a p(a) és a p(Aa) vektorok V4 elemei. Mivel V2 ugyanazon T test feletti vektortér,
mint V1, igy a Ap(a) vektor is Va eleme. A p(Aa) = A\p(a) egyenlGség vizsgalata arra

Wi Va

8.2. abra. Leképezések homogén tulajdonsaga

a kérdésre keresi a valaszt, hogy vajon ugyanazt a vektort kapjuk-e eredménytiil, ha
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elGszor az a vektort szorozzuk meg a A skalarral, majd az eredménynek vessziik a ¢
altali képét, mint amikor forditva cseleksziink: elGszor az a vektorra a ¢ leképezéssel
hatunk, majd az a vektor képét szorozzuk meg A-val. A ¢: Vi — V5 leképezést

homogénnek fogjuk nevezni, ha barmely a € V; és X\ € T esetén

p(Aa) = Ap(a).

8.1. Definicid. Legyenek V7 és V5 ugyanazon T test feletti vektorterek. A ¢: Vi —

Vo leképezést linedris leképezésnek nevezziik, ha additiv és homogén.
Példak:

— Az azonosan nulla leképezés barmely két, ugyanazon test feletti vektortér

kozott linearis leképezés, azaz a ¢: Vi — Vi, p(z) = 0 leképezés linearis.

— Lineéaris leképezés a szabadvektorok tigynevezett A-nyujtisa (p(a) = Aa),

valamint a vektorok adott szoggel valo elforgatésa.

— Legyen ¢: R? — R, ¢(x1,22) = 1, vagyis ¢ az a leképezés, amely a sik
minden pontjdhoz hozzarendeli annak els6 koordinatajat. Ekkor ¢ linearis

leképezés.

— Legyen A adott T test feletti n x m tipusd méatrix. Ekkor ¢: T — T™,
p(x) = Ax is linearis leképezés, ahol a szorzéas alatt méatrixszorzast értiink

agy, hogy T™ elemeit m x 1 tipusi méatrixnak tekintjiik.

— Végiil megmutatjuk, hogy a ¢: R? — R, p(x1,72) = o1 + 72 leképezés is
linearis. Az additivitas ellendrzéséhez vegyiink két teszdleges (a,b) és (c,d)
pontot R2-bél. Ekkor

o((@0) + (6,d) = pla+eb+d) = (a+6) + (b+d) =a+bte+d

és
p(a,b) +¢(c,d) = (a+b)+(c+d)=a+b+c+d,

tehat ¢ valoban additiv. Tovabba tetszsleges A valos szam esetén
©(A(a,b)) = p(Aa, Ab) = Aa + Ab,

agymint Ap(a,b) = A(a + b) = Aa + \b, tehat ¢ homogén is.
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Mivel barmely test tekinthetd mint énmaga feletti vektortér, igy a Vo = T eset is
szoba johet. A ¢: V — T linearis leképezéseket linedris formdknak nevezzik.

A kovetkezd tétel a lineéris leképezések legalapvetsbb tulajdonsagait veszi sorra.
8.2. Tétel. A ¢: Vi — V; linedris leképezésre igazak a kivetkezd dllitdsok:

1. ¢(0) =0.

2. Minden a € V1 esetén o(—a) = —p(a).

3. Ha L a Vq altere, akkor a (L) = {¢(l) : 1 € L} halmaz altere Va-nek.

4. Haoa € V] ésa= Aa; + Asas + -+ A\pan, akkor
w(a) = Mp(ar) + Xap(az) + -+ + Anp(an).

5. V1 linedrisan fliggd vektorrendszerének o dltali képe is linedrisan figgd.

6. Ha ay,aq,...,a, generdtorrendszere a Vi vektortér L alterének, akkor

plar), p(az), ..., plan)
generdtorrendszere p(L)-nek, és dim p(L) < dim L.
Bizonyitds.

1. Az Allitas a
©(0) = (0 +0) = »(0) + »(0)

egyenlGség atrendezésével adodik.

2. Felhasznalva az 1. allitast, tetszéleges a € Vi esetén teljesiil, hogy

0=p(0) = p(a+ (—a)) = p(a) + p(-a),

ahonnan ¢(—a) = —p(a) kovetkezik. Megjegyezziik, hogy az allitas ¢ homo-

genitasabol is kijon A = —1 valasztéssal.

3. Legyenek a’ és b’ p(L)-beli vektorok. Ekkor vannak olyan a és b vektorok
L-ben, hogy @’ = ¢(a) és b’ = ¢(b). A ¢ linearis volta miatt

pla—b) =p(a) —p(b) =a" - V.
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Mivel p(a —b) € (L), ezért o’ — V' € ¢(L). Tovabba tetszoleges A skalarral
p(Xa) = Ap(a) = Aa’ € ¢(L),

tehat az altérkritérium szerint ¢(L) valoban altér.

. Indukcidval konnyen belathato, hogy az additivitas tetszéleges n szamu vek-

torra igaz.
. Ha aq,aq, ..., a, linearisan fligg6 vektorrendszere Vi-nek, akkor
Ata1 + Aoag + -+ Apa, =0
teljesiil agy, hogy valamelyik \; # 0, és a 4. pont szerint
Arp(ar) + Asp(az) + -+ + Anpan) =0,

tehat a ¢(a1), ¢(ag),...,v(a,) linearisan fiiggd.

. Tetsz6leges a € L vektor el6all az a1, aq, ..., a, vektorok linearis kombinaci-

ojaként. Az el6zGek szerint pedig a ¢(a) ekkor elgall

@(al)’ @(a2)7 s ;@(an)

linearis kombinaciojaként, tehat ez utébbi generatorrendszere Va-nek. Tovab-
ba bézis képe is generatorrendszer, bazis pedig minimélis szamossagu gene-

ratorrendszer, igy dim ¢(L) < dim L.

O

Az els6 tulajdonsag alapjan konnyt latni, hogy a szabadvektorok korében a d #

= 0 vektorral valo eltolas (¢: V(E) — V(E), p(z) = z + d) nem linearis leképezés,

ugyanis ott ¢(0) = 0+d = d # 0. Megjegyezziik tovabba, hogy linearisan fiiggetlen

vektorrendszer képe nem feltétleniil linearisan fiiggetlen: példaul az azonosan nulla

leképezés minden linearisan fliggetlen vektorrendszerhez a csupan a nullvektorbol

allo ,vektorrendszert” rendeli, amely nyilvan linearisan fiiggs. Megemlitendd még a

4. allitas azon kovetkezménye, miszerint egy linearis leképezés értékeit elegendd csak

béaziselemeken ismerni; valamint ha két linearis leképezés a vektortér egy bazisan

megegyezik, akkor a két linearis leképezés egyenld.
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8.3. Tétel (Linearis leképezések alaptétele). Legyen ay,as, ..., a, egy bdzisa a Vi,
€s by, ba, ..., by, tetszdleges vektorrendszere a Vo wvektortérnek. Ekkor pontosan egy

olyan @: Vi — Vo linedris leképezés létezik, melyre

Qﬁ(al) = bla@(a’z) = b27 .. '730((7’”) = bn

Bizonyitds. Az el6z6 megallapités szerint elegendd csak ¢ létezését igazolni. Legyen

@ az a leképezés, amely az a € V7 vektorhoz a
Atby + Aobg + -+ Apby

vektort rendeli, ahol (A1, A\a,...,\,) az a vektor (ai,as,...,a,) bazisra vonatko-
z6 koordinatai. Ekkor nyilvan ¢(a;) = b; teljestil minden ¢ € {1,...,n}-re. Meg-
mutatjuk, hogy ¢ lineéris leképezés. Valoban, ha a,b € V; és a = Y i, Nia; és
b=>"", pia;, akkor

n

(i + pa)plai) = Z(Az + pi)bi =

M:

pla+b) = (Z(Ai + ui)ai> =

i=1 i=1 i=1
= Z Aibi + Z pibi = Z Aip(ai) + Zﬂz@(ai) =
i=1 i=1 i=1 i=1
= p(a) + ¢(b).
Hasonléan gy&zédhetiink meg ¢ homogenitasardl is. O

A ¢: Vi — V; linearis leképezés magjanak a
kero ={a € Vi : ¢(a) =0}
halmazt, mig képterének a (V) halmazt nevezziik. A fentebb méar vizsgalt
01: R2 5 R, o1(z1,12) = 21 és 0o: RZ 5 R, oz, 02) = 21 + T2
linearis leképezések magjai a
ker p; = {(0,b) : b € R} és ker oo = {(b, —b) : b € R}

halmazok.

A képtér a 8.2. tétel 3. pontja értelmében altér Vo-ben, és most megmutatjuk,
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Vs

8.3. dbra. A ¢: Vi — V3 linearis leképezés magja Vi vekto-
rainak azon részhalmaza, mely elemeinek képe V5 nullvektora

Vi

8.4. dbra. A ¢: Vi — V; linearis leképezés képtere a (V1) =
= {p(x) : ® € V1} halmaz

hogy a mag is alteret alkot Vi-ben.
8.4. Tétel. A ¢: Vi — V5 linedris leképezés magja altere Vi-nek.

Bizonyitds. Legyen a,b € ker . Ekkor nyilvan ¢(a) = ¢(b) = 0 és ¢ linearitasa
miatt

pla—b) =p(a) —p(b) =0-0=0,

tovabba tetszoleges A skalarra ¢(Aa) = Ap(a) = A0 = 0. Az altérkritérium szerint
ker ¢ valdéban altér Vi-ben. O

8.5. Tétel. A p: Vi — V5 linedris leképezés pontosan akkor injektiv, ha ker p =

= {0}.

Bizonyitds. Vilagos, hogy ha ¢ injektiv, akkor a 0 nem lehet t6bb vektornak is
a képe, tehat ker o = {0}. Most tegyiik fel, hogy kerp = {0}, és ¢(a) = @(b).
Ekkor p(a —b) = 0, azaz a — b € ker ¢. Innen adodik, hogy ker ¢ = {0} esetben
p(a) = @(b) csak a = b esetén lehetséges, tehat ¢ injektiv. O
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8.6. Tétel. Injektiv linedris leképezés linedrisan figgetlen vektorrendszerhez line-

arisan figgetlen vektorrendszert rendel.

Bizonyitds. Legyen ai,as,...,a, linearisan fiiggetlen vektorrendszere Vi-nek, és
tegyiik fel, hogy
Ap(ar) + Aap(az) + -+ + Angp(an) = 0,

ahol ¢: Vi — V5 egy injektiv linearis leképezés. Mivel ¢ lineéris, igy
e(Arar + Agag + -+ Ayan) =0

kévetkezik, vagyis
Arar + deas + -+ + Apay, € ker .

Az el6bb igazolt tétel miatt ker p = {0}, tehat

Arag + Agas + - - + Apa, = 0.

Mivel aq,as,...,a, linearisan fiiggetlen vektorrendszere V;-nek, igy
A== =X, =0,
azaz p(a1), p(az),...,¢(ay,) linearisan fliggetlen vektorrendszere Va-nek. O

Bizonyitas nélkiil kozoljiik a kovetkezd tételt:

8.7. Tétel (Dimenziotétel). Legyenek Vi és Va végesen generdlt vektorterek, és
p: Vi =V, egy linedris leképezés. Ekkor

dim V; = dimker ¢ + dim ¢(V7).

A (V) dimenziojat a ¢ leképezés rangjinak, mig ker ¢ dimenziojat a leképezés
defektusdnak is szokas nevezni.

8.1. Izomorfizmus

A bijektiv linearis leképezéseket izomorfizmusoknak nevezzik. Azt mondjuk, hogy
a Vp és V, vektorterek izomorfak, ha létezik ¢: Vi — V5 izomorfizmus. Kénnyen

igazolhato, hogy a vektorterek kozotti izomorfia ekvivalencia relacio.
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8.8. Tétel. Két végesen generdlt vektortér pontosan akkor izomorf, ha dimenzidjuk

megeqyezik.

Bizonyitds. Tegylik fel, hogy ¢ egy izomorfizmus a V; és Vs vektorterek kozott, és
legyen B egy bazisa Vi-nek. A 8.2. tétel 4. pontja szerint ¢(B) generatorrendszere
Vo-nek, amely a 8.6. tétel szerint linearisan fliggetlen is, igy bézis. Mivel a B és
©(B) bazisok szamossaga megegyezik, igy a dimenziok is.

A forditott allitas bizonyitadsdhoz azt mutatjuk meg, hogy egy tetszSleges n
dimenzios T test feletti vektortér izomorf T"-nel. Ehhez rogzitsiink egy bazist
Vi-ben és ¢ rendelje minden Vj-beli vektorhoz a vektor adott béazisra vonatko-
z6 koordinatait. Ez a hozzarendelés nyilvan injektiv és linearis. Mivel tetszéleges
koordinéatasorhoz tartozik valamely vektor, ezért a hozzarendelés sziirjektivitasa is
fennall. O

Az izomorfizmus tehat két ugyanazon test feletti vektortér vektorainak olyan
kolesondsen egyértelmt megfeleltetése, amely ,megérzi” mind a vektorok Osszeada-
sat, mind a skalarral val6 szorzast. Ha visszagondolunk arra, mit is tanultunk eddig
a vektorokrol, lathatjuk, hogy minden ebbdl a két miiveletb6l és tulajdonsigaikbol
ered, igy elmondhato, hogy izomorf vektorterek kozott algebrai szempontbol (vagy-
is a mi szempontunkbol) nincs lényegi kiilonbség. Az el6z6 tétel allitasa szerint két
n dimenziés vektortér mindig izomorf, hiszen mindketts izomorf a T vektortérrel,
ahol T a kozos skalartartoméany. Tehat aki az n dimenzios vektorterekrsl mindent

szeretne tudni, annak elegendd a T vektorteret alaposan megismerni.

8.2. Linearis leképezések matrix-reprezentacioja

Legyen E = (e1,ea,...,ey) és F = (f1, fo,..., fn) egy-egy bazisa a T test feletti
V1 és Vi vektortereknek, és legyen ¢: V3 — Vo egy linearis leképezés. Ekkor az F
béazis elemeinek képei a V5 vektortér elemei, igy egyértelmiien elGallithatok F' eleme-
inek linearis kombinacidjaként. A ¢ linedris leképezés E és F' bdzispdrra vonatkozo
mdtriza alatt azt az n X m tipusd métrixot értjlik, melynek i-edik oszlopaban a
p(e;) vektor F béazisra vonatkozo koordinataoszlopa all. Mint azt a kovetkezd té-
tel mutatja, egy bazispar rogzitése utan egy koordinatakkal adott vektor linearis
leképezés 4altali képének koordinatai megkaphatok a linearis leképezés matrixanak

a vektor koordinatait tartalmazo oszlopmaétrixszal vald szorzéasaval.

8.9. Tétel. Legyenek E = (e1,ea,...,em) és F = (f1, fa,..., fn) bdzisai a T test
feletti Vi és Vo vektortereknek, és legyen p: Vi — Vi egy linedris leképezés, melynek
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az E és F bdzispdrra vonatkozé mdtriza A. Ha a = r1e1 + xoes + -+ + Tymem €S
wla) =y1f1 +yafa+ - + Ynfn, akkor

T T
{yl Yo v yn} ZA[xl Ty e xm} :
Bizonyitds. Legyen A = [a;j]nxm. Mivel
Zykfk = (Z xm) ziple) = <Iz Zaklfk> =
=1 =1 k=1
S i = z(z ) e

=1 k=1 =1

3
3

3

m
igy > agx; = yi kovetkezik, azaz
=1

T T
Yy Y2 - yn} ZA[m xo - xm} :
O

Jelolje Hom(V;, V5) az Gsszes Vi-r6l Va-be hatd linearis leképezések halmazat,
ahol V7 és V5 ugyanazon T test feletti vektorterek. Definialjuk ezen a halmazon az
Osszeadast és skalarral valo szorzast a kovetkezképpen: ha ¢, v € Hom(Vi, Va) és

A e T, akkor legyen
(o + ) (x) = p(z) + P(x)
(M) () = Ap(x).

Konnyen bizonyithat6, hogy Hom(Vy, Va) vektortér a T test felett, tovabba, ha
a p,1 € Hom(Vy, Vo) linearis leképezések F, F' bazisparra vonatkozd méatrixai A
és B, akkor a ¢ + 1 és Ap lineéris transzforméciok matrixai A + B és AA. Eb-
bl kovetkezik, hogy ha Vi egy m, és Vo egy n dimenziés vektortér, akkor az a
®: Hom(V1, Vo) = Myum(T) leképezés, amely minden ¢: Vi — V3 linearis leképe-
zéshez hozzarendeli egy rogzitett F, F' bazisparra vonatkozd méatrixat, egy linearis
leképezés. Vilagos, hogy kiilonbozd linearis leképezések matrixa is kiilonbozs. To-
vabba barmely n x m tipust A matrixnak van pontosan egy 6sképe, hiszen a matrix
oszlopai, mint F-re vonatkozo koordinédta-oszlopok, definidlnak m darab vektort a

V5 térben, és a 8.2. tétel szerint pontosan egy olyan ¢ linearis leképezés 1étezik,
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amely az F bazis elemeihez rendre ezeket a vektorokat rendeli. Nyilvan az A mat-
rix pontosan ennek a ¢ leképezésnek lesz a matrixa. Igazoltuk, hogy a & linearis
leképezés egyszerre injektiv és sziirjektiv, vagyis izomorfizmus, tehat a Hom(V7, V3)
és az My (T) vektorterek izomorfak. Kovetkezésképpen, egy lineéris leképezés
helyett dolgozhatunk annak matrixaval, ami mind elméletben, mind gyakorlatban
hasznosnak bizonyul.

A fent elmondottakbol

dim Hom(V7, V) = dim V; - dim V3

is kovetkezik.

8.3. Linearis transzformaciok

Ebben a szakaszban kiilon figyelmet forditunk arra az esetre, amikor Vi és V5

ugyanazon vektorterek.

8.10. Definicié. Legyen V egy vektortér. A ¢: V — V linearis leképezést (V-n

hato) linedris transzformdcionak nevezzik.

Példaul az identikus leképezés, az azonosan nulla leképezés, illetve a o: V. — V|
p(a) = Aa, ahol X adott skalar, linearis transzformaciok. Ez utébbit neveztitk A-

nyuajtasnak.

8.11. Tétel. Egy végesen generdlt vektortéren hatd linedris transzformdcio ponto-

san akkor injektiv, ha sziirjektiv.

Bizonyitds. Legyen ¢: V — V egy linearis transzformécio. A 8.5. tétel szerint ha ¢
injektiv, akkor ker ¢ = {0}. Tovabba, dim V' = dimker ¢ 4+ dim ¢(V) = dim p(V),
igy ¢ sziirjektiv is. A forditott allitas bizonyitasa hasonlo. O

Az allitas végtelen dimenzioban mar nem igaz. Példaul a valos egyiitthatos
polinomok vektorterén hato o(f(x)) = zf(x) leképezés egy olyan linearis transz-

formécio, amely injektiv, de nem sziirjektiv.

8.12. Definici6. Legyen E egy bézisa a V vektortérnek. A ¢ V-n hato linearis
transzformécié E bazisra vonatkoz6 méatrixa alatt ¢-nek, mint lineéris leképezésnek

az E, F bazisparra vonatkoz6 matrixat értjik.

Linearis transzformécié méatrixanak felirdsahoz tehat a bazispar mindkét bazisat

ugyanannak valasztjuk.
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Példaként tekintsiik a sik szabadvektorainak vektorterét, amely az R? vektor-
térrel izomorf, és legyen ¢ az origd koriili « szoggel valo elforgatés, pozitiv iranyba.

Ez — mint tudjuk — lineéris transzformacio. Most felirjuk (o matrixat R? természetes

(0] a ¢ x

8.5. abra. Az e} koordinatainak kiszamitasa

bézisara vonatkozoan. Ehhez meg kell hataroznunk a béazisvektorok képeinek koor-
dinatait. Az e; = (1,0) vektor forgatas utani képét jelolje e}. Az abrat kovetve, e}
koordinatai a és b, melyek éppen egy egységnyi atfogodju derékszogi haromszog be-
fogoinak hosszai, ezért a = cos «a és b = sin . Hasonloan kapjuk, hogy az es = (0, 1)
vektor képének koordinatai rendre — sin «v és cos a. A ¢ természetes bazisra vonat-
koz6 matrixa ekkor ugy allithato els, hogy els6 oszlopaba beirjuk az e}, méasodik

oszlopéba pedig az e}, koordinatait:

A=

cosa  —sin a]

sina  cosa

Jollehet a levezetésiink csak 0° és 90° k6z6tti « esetén korrekt, az olvasoé kénnyen
meggy6z&dhet réla, hogy ugyanez a matrix adodik tetszéleges a-ra.

Mint azt a 8.9. tétel is mutatja, a linearis transzformaciok matrixanak ismerete
azért hasznos, mert ha ismerjiik egy vektor koordinétait, akkor a vektor képének
kooridnatai megkaphaték matrixszorzas segitségével. Minthogy a sik pontjainak

origo koriili 60°-kal valo elforgatasanak matrixa

A 0,5 —/3/2
VB2 05 |

barmely pont elforgatas utani képének koordinatai megkaphatok tgy, hogy az A

maétrixot szorozzuk a pont koordinatéit tartalmazé 2 x 1 tipusit méatrixszal. Példaul
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z (1, 3) pont képe a

05 —Vv3/2| (1| _
V3/2 05 3
alapjan a (0,5 — 3v/3/2,1,5 +/3/2) pont.

Legyen tjra V egy T test feletti vektortér. Mint korabban lattuk, Hom(V, V),

melyet ezentil egyszerten csak Hom(V')-vel jeloliink, vektortér a T test felett. S6t,

0,5 —3v3/2
1,5+ /3/2

ennél még kicsivel tobb is igaz. Konnyd belatni, hogy barmely ¢ és ¢ V-n hato
linearis transzforméaciok esetén a ¢ o ¥ kompozicié is V-n hat6 linearis transzfor-
macio. Tovabba ha ¢ és ¢ matrixai az F = (e, ea, ..., e,) bazisra vonatkozoéan A

és B, akkor p o matrixa AB, ugyanis
(porp)(e;) =((e)) =¢ (Z 51@%) = Z Brjpler) =
= k=1
Bi; (Z aszz) =3 (Brjamer) =

M- EM:

k=1 1=1

n n n n

E (oqrBrjer) = E By | e = E (AB) ey,
=1 k=1 =1 \k=1 =1

tehat az AB matrix j-edik oszlopa valéban a (¢ o 9)(e;) vektor E bazisra vo-

natkozo koordinéta—oszlopét tartalmazza. Mindezek alapjén elmondhato, hogy ha

akkor a fent targyalt ® leképezés a szorzast is megérzi.

8.13. Definicié. Azt mondjuk, hogy a T test feletti V' vektortér algebra T felett,
ha értelmezve van a V' halmazon egy - szorzas gy, hogy (V, +, ) gytrd, és barmely
a,beV és X €T esetén

Ma-b)=(Xa)-b=a-(N\D)

teljestl.

Az elgbb tulajdonképpen azt bizonyitottuk, hogy Hom(V') algebra a T test

felett. Ennek néhany kévetkezménye:

— ha a ¢ V-n hato linearis transzforméaci6 invertalhaté (injektiv), akkor an-

nak barmely bazisra vonatkozé matrixanak létezik inverze, és az inverzmat-
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rix éppen az inverzleképezés matrixa lesz, természetesen ugyanarra a béazisra

vonatkozodan;

— mint tudjuk, a métrixok szorzasa nem kommutativ, igy linearis transzforma-

ciok kompozicidja sem az.

Most a szorzés mitveletének megérzését kihasznalva megmutatjuk, hogy a véges
dimenzios V' vektortéren hatdé A-nyujtas felcserélhetd barmely V-n hato linearis
transzformacioval. Legyen E = (ej,eq,...,e,) egy bazisa V-nek, A adott skalar,
és legyen ¢: V. — V, p(a) = Aa. Ekkor ¢(e;) = Ae; minden j € {1,2,...,n}
esetén, a Ae; vektor koordinatai pedig az E béazisban (0,0,...,,...,0), ahol A a
rendezett elem n-es j-edik komponense. Tehat ¢ matrixa az E bazisra vonatkozéan
az az n X n tipustu A matrix, melynek f6atlojaban minden eleme A, és minden méas
eleme 0, azaz A = A\FE,,. Az n X n tipust méatrixok korében A felcserélhets barmely
matrixszal, igy ugyanez mondhato el a neki megfelel§ ¢ lineéris transzformaciorol

a V-n hato6 linearis transzformaciok korében.

8.4. Bazis és koordinata transzformacid

Legyenek E = (e1,€2,...,e,) és F = (f1, fo,..., fn) béazisok a T test feletti V'
vektortérben. Ekkor a Linearis leképezések alaptétele (8.3. tétel) szerint pontosan

egy olyan ¢: V — V linearis transzformacio létezik, melyre

pler) = fi,p(e2) = fa, .-, p(en) = fn-

Jelolje ¢ matrixat az E bazisra vonatkozoan S. Ekkor S olyan n x n tipusa T
test feletti matrix, melynek j-edik oszlopaban a ¢(e;) = f; vektor E bazisra vo-
natkozé koordinata-oszlopa szerepel. Ezt az S maétrixot nevezzik az E-rél F-re
torténd bdzisatmenet mdtrizdnak. Mivel ¢ kolcsdnosen egyértelmd leképezés, igy
S invertalhato, és az inverze nyilvan a forditott, F-r6l E-re torténd béazisdtmenet
matrixa.

Példaul ha

€1 :( 7231), f1:(331a4)a
€2 :( a3a3)7 f2:(5a273)7
63_( 771)7 f3:(1a156)7

akkor az E = (e1,e2,e3)-10l az F = (f1, fo, f3)-ra valo bazisatmenet matrixdnak
felirasdhoz meg kell hataroznunk az f1, fo, f3 vektorok E bézisra vonatkozd ko-

ordinatait. Ezeket egyszerre is megkereshetjiik szimultan eliminaciéval, melynek
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kiindul6 matrixa:

1 23 3 5 1
23 71 21
1 3 1 4 3 6

Gauss-Jordan-eliminécié végrehajtasa esetén a kapott méatrix utolsé 3 oszlopa ép-
pen a keresett baziscsere méatrix oszlopai lesznek. Itt csak az eliminécié végered-

ményét kozoljiik:

1 0 0 =27 —-61 19
01 0 9 18 =31,
0 0 1 4 10 —4
a keresett baziscsere-méatrix tehat
-27 —61 19
S=19 18 -3
4 10 —4

Most pedig megnézziik, miért j6 nekiink ennek az S méatrixnak az ismerete.

8.14. Tétel. Legyenek E = (e1,ea,...,e,) és F = (f1, fo,..., fn) bdzisok V-
ben, és legyen S az E-r6l F-re torténd bazisatmenet mdtriza. Ha b € V', valamint
T1,T2, ... Ty ESYL, Y2, ..., Yn abvektor E, illetve F' bdzisra vonatkozd koordindtdi,
akkor

T 1 T
{y1 Y2 - yn} =S [m X2 - mn} :

Bizonyitds. Legyen S = [ai;|nxn. Mivel

n n n n n n
Daker=b=> uwfi=Y wy auer=Y > yaner=
k=1 =1 k=1

=1 = =1 k=1
n n
=5 (S ) e

k=1 \Il=1

n
igy > apyr = zp kovetkezik, azaz
I=1

Sl v ] =[mom )]

O

A fenti tétel alapjan az S~! matrixot az E-rdl F-re torténd bdzisdtmenethez
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tartozo koordindta-transzformdcid mdtrizdnak nevezzik.
Az utolso tételiink arra ad vélaszt, hogy baziscsere utan hogyan valtozik egy

linearis transzformacié matrixa.

8.15. Tétel. Legyenek E = (e1,eq,...,e,) és F = (f1, fo,..., fn) bdzisok V-ben,
és legyen S az E-rdl F-re torténd bdzisdtmenet mdtriza. Legyenek tovdabbd a @ V-n

hatd linedris transzformdcid E és F bdzisra vonatkozé mdtrizai rendre A és B.
Ekkor B = S™1AS.

Bizonyitds. Legyen A = [a;;], B = [b;;] és S = [¢;;]. Ekkor

<P(fj) =@ (Z ij6k> = chg@(ek ch] (Z a1k61> = Zijazkez =

k=1 k=1 k=1 k=111
= <Z allcckj> e = Z(As)ljel,
=1 \k=1 =1
masrészt
o(f;) = bijfe = Zbkg (Z Clk61> =3 brjoker =
=1 =1 k=11=1
=> <Z Clkbk-j> e =Y (SB)ier,

=1 \k=1 =1

ahonnan AS = SB, azaz B = S™1AS kovetkezik. O

8.5. Kapcsol6dé Maple eljarasok

A linearis leképezéseket egy rogzitett bazisra vonatkozd matrixukkal adjuk meg.

Példaul legyen a ¢: R* — R? linearis leképezés métrixa

> A:=<<1]23[4>,<2(3|4]4>>;

1 2 3 4
A=
2 3 4 4
és nézziik meg mi lesz az
> x:=<1,0,2,-3>;
1
0
xXr =
2
-3



vektor ¢ altali képe. Ehhez az x vektort, 4 x 1 tipust maétrixnak tekintve, meg
kell szoroznunk balrol az A métrixszal. Szerencsére tipuskonverziora nincs sziikség,

mert a . operator a szorzast igy is el tudja végezni:

-

Az eredmény tipusa (a whattype paranccsal lekérdezhets) természetesen vektor

> A.x;

lesz, ahogy annak lennie kell.

A NullSpace eljaras a linearis leképezés magjanak egy bazisat adja eredményiil.

> B:=NullSpace(A);

Ezek szerint ¢ magja 2-dimenzios altere R*-nek, és a két bazisvektor barmilyen

linearis kombinaci6janak a képe R? nullvektora. Nézziik csak!

> A. (alpha*B[1]+beta*B[2]);

8.6. Feladatok

8.1. Feladat. Igazolja, hogy a ¢: Vi — V5 leképezés pontosan akkor linearis, ha
barmely a,b € V; és A\, u € T esetén

@(Aa + pb) = Ap(a) + pp(b)

teljestl!

8.2. Feladat. Hatéarozza meg, hogy az alabbi leképezések koziil melyek linearisak!
1. p: R2 - R%  ©(a,b) = (a,—b)
2. 0: R - R2, o(a,b,c) = (a,c)

3. p: R = R3 o(a,b,c) = (a,b,c)+ (1,1,1)
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4. p: R? - R?,  o(a,b) = (a—b,a+Db)
5. ¢: R > R, ¢(a,b) =ab

8.3. Feladat. Ha V egy n dimenzios vektortér, akkor mennyi a Hom (V') vektortér

dimenzi6ja?
8.4. Feladat. Legyenek ¢, 9: R — R3,
p(x1,22,73) = (T2, 71, 23) & P(z1,22,73) = (21,73, 72).

Adja meg a @), Y, 0?9 és (p1h)?? transzforméciokat!

8.5. Feladat. Mutasson a szabadvektorok vektorterének egymassal felcserélhetd,

és egymaéssal nem felcserélhetd linearis transzformacioit!

8.6. Feladat. A Hom(V') vektortérben alteret alkotnak-e azok a transzformaciok,

melyek
a) izomorfizmusok;
b) nem izomorfizmusok;
¢) egy adott alteret onmagaba képeznek?
8.7. Feladat. Egybeeshet-e egy linearis transzforméacio képtere és magtere?

8.8. Feladat. Lineéaris leképezés-e az, amely a valos egyiitthatos polinomokhoz az

1 helyen vett helyettesitési értékiiket rendeli?

8.9. Feladat. Hatéarozza meg az aladbbi linearis leképezések matrixat, magjat és

képterét!
a) o: R® = R2, p(11,22,23) = (72,0)
b) ¢: R? = R?, @(x1,22) = (21 + 22,71 — 22)
c) p: R3 = R3 o(x1, 70, 73) = (21 + T2, T2 — 3, —21 + T2 + 273)
d) ¢: R® = R4, o(x1, 22, 23) = (21,21, T2, T3)

8.10. Feladat. Adja meg az (e1, e, €3, e4) bazisrol az (f1, fa, f3, f4) bazisra torténd

Atmenet matrixat!
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=(1,0,0,0) f;=(1,1,0,0)

2) =(0,1,0,0) f»=(1,0,1,0)
=(0,0,1,0) f3=(1,0,0,1)
e4—(0001) fa=(01,1,1,1)

er1 =(1,2,—-1,0) f1=10(2,1,0,1)
b es = (1,-1,1,1) f2=10(0,1,2,2)
) 63:(—1,2,1,1) f3:( 2,1,1,2)
eq =(—-1,-1,0,1) f4,=1(1,3,1,2)
—(L,1,1,1) fi=(1,0,3,3)
=(1,2,1,1) fo=(-2,-3,—5,—4)
D = (L1.21) fs=(2.2,5.4)
es =(1,3,2,3) fa=1(-2,-3,—4,—4)

8.11. Feladat. Igazolja, hogy egy linearis transzforméacié barmely béazisra vonat-

koz6 méatrixanak ugyanaz a determinénsal

8.12. Feladat. Igazolja, hogy ha V' véges dimenzids vektortér a T test felett, akkor

a V és Hom(V,T) vektorterek izomorfak!
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9. Linearis transzformacidk spektralelmélete

Az el6z6 fejezetben mar lathattuk, hogy barmely vektortér esetén a nyujtés egy
linearis transzforméacié. De egy nyujtastol kiillonbozo linearis transzformacio is hat-
hat a tér bizonyos zérustol kiilonb6z6 vektorain nyujtasként. Az ilyen vektorokat
nevezziik a lineéris transzformacioé sajatvektorainak, mig a nyijtés mértékét pedig

a transzformécio sajatértékének. Precizebben:

9.1. Definicié. Legyen V egy T test feletti vektortér, és ¢ € Hom(V). Haa A € T

skalar és az a € V nemnulla vektor olyanok, hogy

v(a) = Aa,

akkor A-t a ¢ transzforméacio sajdtértékének, a-t pedig a ¢ A-hoz tartozd sajdtvek-

tordnak nevezzik.

A nullvektor kizardsa nem véletlen: az a = 0 esetet megengedve ©(0) = A0
miatt 7' minden eleme sajatérték lenne.

Abban az esetben, ha a linearis transzformacié maga a nyujtas, akkor annak
egyetlen sajatértéke a nyajtas mértéke, és minden nemnulla vektor a sajatvektora,
mig példaul a sikon az origo koriili forgatasnak sem sajatértéke, sem sajatvektora
nincsen. Konnyt latni, hogy minden sajatvektor csak egyetlen sajatértékhez tar-

tozhat, de egy sajatértékhez altalaban nem csak egy sajatvektor tartozik:

9.2. Tétel. Legyen V egy vektortér, ¢ € Hom(V), és legyen \ egy sajdtértéke
p-nek. Ekkor ¢ \-hoz tartozd sajdtvektorainak halmaza a nullvektorral kiegészitve
altere V -nek.

Bizonyitds. Ha a is és b is A-hoz tartozo sajatvektorai p-nek, akkor
p(a—b) = p(a) — @(b) = Aa— b = Aa — b)
és
p(aa) = ap(a) = a(ra) = A(aa)

teljesiil barmely « skalarra, igy a — b és aa is A\-hoz tarozo sajatvektorok. Az

altérkritérium szerint tehat az allitas igaz. O

A V vektortér ¢ A\-hoz tartozo sajatvektorai és a nullvektor altal alkotott alterét

@ A-hoz tartozo sajdtalterének nevezziik, melyet majd Ly fog jeldlni.

146



Legyen a ¢ transzformacio V egy tetszéleges bazisara vonatkoz6 matrixa A. Je-
16lje X az a € V vektor ezen bazisra vonatkozo koordinédta-oszlopat. Az a pontosan
akkor A-hoz tartozé sajatvektora o-nek, ha teljesiil az AX = AX egyenl6ség, ami

rendezés és X kiemelése utan
(AE, —A)X =0

alakba irhato. A A-hoz tartozo sajataltér tehat nem mas, mint ennek a homogén

linearis egyenletrendszernek a megoldéstere.

9.3. Tétel. Legyen V egy vektortér és ¢ € Hom (V). Ekkor ¢ kilonbozd sajdtérté-

keihez tartozo sajdtvektoraibol allo vektorrendszer linedrisan figgetlen.

Bizonyitds. A bizonyitas teljes indukcioval torténik: egyetlen sajatvektor — lévén
az nem nulla — linearisan fiiggetlen. Most tegyiik fel, hogy k& > 2, és a paronként
kiilonb6z8 A1, Ag, ..., Ax_1 sajatértékekhez tartozo ai,as,...,ar_1 sajatvektorok
linearisan fiiggetlenek. Legyen A az el6z6ektd] kiillonbozs sajatértéke p-nek, és ag
egy Aip-hoz tartozo sajatvektor. Tegylik fel, hogy az aq, as, . . ., ax vektorok valamely

linearis kombinacidja nulla:
aray + agag + - - -+ agap = 0. (9.1)
A ¢ linearis transzformaciot (9.1) mindkét oldalan alkalmazva kapjuk, hogy
Araiaq + Aoasag + -+ + Apagar = 0,
tovabba (9.1) mindkét oldalat A\g-val szorozva
Ar@1a1 + Agasas + - + Apagar, =0
adodik. A két utobbi egyenlGséget egymésbol kivonva kapjuk, hogy
(M = Ap)arar + (A2 — Ap)agas + -+ - + (Ag—1 — Ap)ag—1ax—1 =0,

ahol az indukcids feltevés szerint az egyiitthatok mind nullédk kell legyenek. Mivel

a sajatértékek kiilonboznek ez csak az

ar=ag=--=qp_1 =0
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esetben allhat fenn. De ekkor a (9.1) egyenlet agay, = 0 alakra redukalodik, ahonnan
ay, = 0 kovetkezik. O

9.4. Tétel. Legyen V egy vektortér és ¢ € Hom(V). Ekkor ¢ killonbozd sajdtérté-

keihez tartozo sajdtalterek Osszege direkt dsszeg.

Bizonyitds. Legyenek Aj, Ao, ..., A\ kiilonboz6 sajatértékei p-nek, és legyen a €

€ Ly, +Ly,+---+Ly,. Tegyiik fel, hogy vannak olyan l;,1} € Ly,,i € {1,2, ..., k}

K2

vektorok, hogy
a=li+lo+- -+, és a=l1+l+-+1,.
Kivonva egymésbol ezt a két egyenlGséget
0=(h—1{)+(a—15)+ -+ (n—1)

adodik, ahol a zarojelekben ¢ kiilénbo6z6 sajatértékeihez tartozo vektorai allnak,
melyek az el6zd tétel értelmében linearisan fiiggetlenek. A jobb oldalon 1évE 6sszeg
ezek linearis kombinacioja, amely csak tugy lehet nulla — ha méar az egyiitthatok
nem nullak —, hogy maguk a vektorok nulldk, azaz I; = I minden i € {1,2, ..., k}

esetén. Az a vektor elGallitasa tehat egyértelmd. O

9.1. Karakterisztikus polinom

Az el6z6 részben mar emlitettiik, hogy a V-n hatd ¢ lineéris transzformécio A
sajatértékéhez tartozo sajatvektorai a (AE,, — A)X = 0 homogén linearis egyenlet-
rendszer megoldasaiként érhetdk tetten, ahol A a ¢ egy rogzitett bazisra vonatkozd
maétrixa. Ez Ggy is megkdzelithets, hogy A pontosan akkor sajatértéke ¢-nek, ha
ennek a homogén linearis egyenletrendszernek van nemtrivialis megoldasa. Ez pe-
dig azzal ekvivalens, hogy az egyenletrendszer méatrixdnak determinansa nullaval
egyenls, azaz det(\E,, — A) = 0. A det(AE,, — A) determinans egy olyan n-ed foku
polinom, melyben A\ a hatarozatlan, és a A" egyiitthatoja 1, mig a konstans tag
éppen (—1)" det A.

9.5. Definici6é. A T test feletti n x n tipust A mdtriz karakterisztikus polinomjdn
az f(x) = det(zE,, — A) polinomot értjiik.

Jelen allas szerint a ¢ linearis transzformaciohoz hozzarendelhetjiik valamely
maéatrixanak a karakterisztikus polinomjat. Azonban ha véltozik a bézis, ¢ matrixa

is valtozik. Vajon véltozik-e ekkor a p-hez rendelt karakterisztikus polinom?
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9.6. Tétel. Ugyanazon linedris transzformdcid mdtrizainak karakterisztikus poli-

nomjai egyenldk.

Bizonyitds. Ha A és B a V-n hato @ linearis transzformacié matrixai, akkor a 8.15.

tétel szerint B = S~1AS, ahol S az A-r6]l B-re térténd bazisdtmenet matrixa. Ekkor

det(zE, — B) = det(zE,, — S™'AS) = det(zS 'E,S — ST'AS) =
= det(S™!(zE, — A)S) = det(S™1) det(zE, — A)det S =
= det(zE, — A).

O

A tétel alapjan lehet&ség nyilik arra, hogy egy linedris transzformdcio karak-
terisztikus polinomgjdn a transzformacié barmely méatrixédnak karakterisztikus poli-
nomjat értsiik. A fent elmondottak szerint egy lineéris transzformacié sajatértékei

pontosan a karakterisztikus polinomjanak skaldrtartoményba es6 gyckei lesznek.

9.7. Definici6é. Legyen A a V-n hato ¢ linearis transzformacié egy sajatértéke.
Ekkor

— A algebrai multiplicitdsa alatt azt a legnagyobb n természetes szamot ért-
jik, melyre (z — A\)™ osztoja ¢ karakterisztikus polinomjanak (vagyis azt,

ahanyszoros gyoke A a karakterisztikus polinomnak);

— X\ geometriai multiplicitdsa alatt a hozza tartozéd sajataltér dimenzidjat ért-
jik.
Konnyt belatni, hogy barmely sajatérték algebrai multiplicitasa legalabb akko-

ra, mint a geometriai multiplicitasa.

9.8. Definicio. A ¢ € Hom(V) lineéris transzformacio spektruma alatt ¢ sajat-
értékeinek a rendszerét értjiik, mindegyiket annyiszor véve, amennyi az algebrai
multiplicitasa. A ¢ spektrumat teljesnek mondjuk, ha pontosan annyi elembdgl all,

mint amennyi V dimenzioja.

Vilagos, hogy komplex szamtest feletti n-dimenziés vektortér esetén minden
linearis transzforméci6é karakterisztikus polinomja egy n-ed foku komplex egyiitt-
hatos polinom, melynek az algebra alaptételébsl kévetkez6en pontosan n darab
komplex gytke van. Igy tehat egy komplex vektortér minden linearis transzfor-

P

mécidjanak spektruma teljes. Valos vektortér esetén azonban megtorténhet, hogy
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a valos egytitthatos karakterisztikus polinomnak van nem valdés gyoke, és ekkor a
spektrum nyilvan nem teljes.

Elsfordulhat tehat, hogy V bazisai k6z6tt van olyan, amely ¢ sajatvektoraibol
all. Konnyen meggy6z&dhetiink arrol, hogy egy ilyen bézisra vonatkozoan ¢ matri-
xa olyan diagonalis matrix lesz, melynek f6atlojaban azok a sajatértékek vannak,
melyekhez a bazist alkoto sajatvektorok tartoznak, minden mas eleme pedig nul-
la. Mivel diagonéalis méatrixokkal kénnyt szamolni, ilyen béazis talalni kivanatos cél
lehet.

9.9. Tétel. AV wvektortérnek pontosan akkor létezik a ¢ € Hom(V') sajdtvektora-
1bol dllo bazisa, ha ¢ spektruma teljes, és ¢ minden A sajdtértéke esetén \ algebrai

és geometriai multiplicitdsai egybeesnek.

Bizonyitds. Legyenek A1, Ao, ..., \; kiilonboz6 sajatértékei p-nek. Ha ¢ spektruma
teljes, és ezen sajatértékek algebrai multiplicitasainak sszege n, akkor n = dim V.
Tovabba, ha mindegyik sajatérték algebrai multiplicitdsa megegyezik a geometriai

multiplicitasaval, akkor
dimLy, +dim Ly, +---+dim Ly, =n.

A 9.4. tétel szerint az Ly,, Ly,,..., Ly, sajatalterek Osszege direkt Osszeg, igy

k
dim(Ly, ® Ly, & -+ @ Ly, ) = n,

ami csak gy lehet, ha Ly, & Ly, & --- @ Ly, = V. A direkt &sszegben szerepld
sajatalterek béazisainak egyesitése nyilvan V egy ¢ sajatvektoraibol allo bazisa.
Forditva, tegyiik fel, hogy V-nek létezik ¢ sajatvektoraibol allo bazisa, és a
béazisvektorok a A1, Ao, ..., \s sajatértékekhez tartoznak. Jeldlje k; a \; sajatér-
tékhez tartozo sajatvektorok szaméat, m(\;) pedig a A; algebrai multiplicitasat. A

bazisvektorok linearis fiiggetlensége miatt k; < dim Ly, < m();), és

dimV =k +ko+---+ks <dimLy, +dimLy, +---+dim L), <
<m(A) +m(A2) +--- +m(A;) < dimV,

ami csak ugy teljesiilhet, ha megengeds egyenlGtlenségek esetén az egyenlség all
fenn. Innen ¢ spektrumanak teljessége, és a dim Ly, = m()\;) egyenldségek minden

1€{1,2,...,s}-re egyarant kovetkeznek. O

150



Példaként meghatarozzuk azon : R?® — R3 linearis leképezés sajatértékeit és

sajataltereit, melynek természetes bézisra vonatkozé métrixa

w N =

2 2
1 2
3 2
A matrix karakterisztikus polinomja

flxy=det | =2 z-1 -2 |=
-3 -3 z-2
=@-Dx-1)(x-2)-12—-12—-6(x—1)—6(zx—1) —4(xz—2) =
=23 —42% — 112 — 6.
A sajatértékek tehat az
2 —42® — 11z —6=0

harmadfoku egyenlet valos megoldasai. Ha ezt ,puszta kézzel” szeretnénk megolda-
ni, vissza kellene nytlnunk az algebrai egyenletekrél tanult ismereteinkhez: megold-
hatnank ezt példaul a harmadfokiu egyenletek megoldoképletének alkalmazésaval,
de akar probalkozhatnank a racionélis gyokteszttel is. Most természetesen a Maple-

h6z fordulunk:
> solve(x~3-4*x"2-11%x-6=0,x%);
6,—1,—1
ezek tehat o sajatértékei. A hozzajuk tartozo sajatalterek meghatarozasahoz a

(AE3 — A)X =0 (9.2)

homogén linearis egyenletrendszert kell megoldani, A helyére 6-ot, majd —1-gyet
helyettesitve. A A = 6 esetben

5 -2 =2
63 —A=|-2 5 =2,
-3 -3 4
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melynek 1épcsds alakja

5 -2 =2
0 21/5 —14/5],
0 0 0

igy a (9.2) egyenletrendszer az

5%1 72%2 72.%3 =0

— X9 — — I3 :O

5 5

egyenletrendszerrel ekvivalens. A mésodik egyenletbdl x3 = u paramétervalasztas
utdn zo = %u, majd az els6 egyenletbdl x, = %u adodik. A megoldéstér tehat,

amely egyben a A = 6-hoz tartozo6 sajataltér

2 2
L6{<3u,3u,u> :UGR},

amely egy egydimenzioés altere R3-nak, és ennek egy bazisa példaul a (%, %, 1)

vektor.
Maradt a A = —1 eset, amikor
-2 =2 =2
(-1)Es—A=|-2 -2 =2
-3 -3 -3
Ennek 1épcsés alakja
-2 -2 =2
0 0 01,
0 0 0

igy a —2x1 — 229 — 223 = 0 ,linearis egyenletrendszer” megoldasa sziikséges, ahon-
nan ro = u,x3 = v paramétervalasztas utan r; = —u — v adodik. A A = —1
sajatértékhez tartozo sajataltér tehat

Ly ={(-u—wv,u,v):u,veR}.

Mivel

(—u—v,u,v) = (—u,u,0) + (—v,0,v) = u(-1,1,0) + v(-1,0, 1),
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megéllapithato, hogy L_; kétdimenzios altere az R? térnek, melynek egy bézisa
(—1,1,0) és a (—1,0,1) vektorokbol allo vektorrendszer.

A fejezetben értelmezett fogalmakat hasznélva elmondhatjuk, hogy ¢ spektru-
ma 6,—1, —1, amely teljes, tovibba a 6 sajatérték algebrai és geometriai multip-
licitasa is 1, mig a —1 sajatértéknél mindkét multiplicitds 2. Az E = (e, eq,€e3)

vektorrendszer, ahol

2 2
€1 = <37 ga 1) , €2 = (713 1a0)7 €3 = (713(); 1)

pedig R? egy a ¢ sajatvektoraibol 4ll6 bazisa, ¢ E bézisra vonatkozdé matrixa pedig

6 0 O
0 -1 0
0 0 -1

9.2. Kapcsol6édé Maple eljarasok

A Maple linearis transzforméciok sajatértékeinek és sajatvektorainak meghatéro-
zéasara szolgéalod eszkozeit a fent megoldott példan keresztiil mutatjuk be.

Adjuk meg elGszor a linearis transzformécié matrixéat:

> A:=<<1]2]2>,<2]1]2>,<3[3|2>>:
Ekkor a matrix karakterisztikus polinomja a definicionk szerint a kovetkezg:

> Determinant (x*IdentityMatrix(3)-4);

—6+2° —42% — 11z

Az xFE3 — A matrix elsallitasa a
> CharacteristicMatrix(A,x);
paranccsal is megtorténhet, akar ezt is megadhattuk volna a Determinant fligg-

vény paramétereként. De maga a karakterisztikus polinom is megkaphaté kdzvetlen

paranccsal:
> CharacteristicPolynomial(A,x);

—6+2° —42% — 11z

A sajatértékek a karakterisztikus polinom skalartartomanyba es6 gyokei lesznek. A

gyokoket a kovetkezSképpen hatarozhatjuk meg:
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> solve(%,x);

6,—1,—1

ezek tehat a transzformacionk sajatértékei (lévén mindharom valos szam). A sajat-

értékek direkt paranccsal is elérhetdk:

> Eigenvalues(A);

-1
-1

Itt az output egy oszlopvektor (ez paraméterben megvaltoztathato), melynek ele-
mei a sajatértékek. Megjegyezziik, hogy a Maple skalartartoménynak a komplex
szamtestet tekinti.

ElGszor a sajatalterek meghatarozasanak egy lépésenkénti lehet&ségét mutatjuk
meg. A CharacteristicMatrix(A,lambda) parancs a AE3 — A matrixot allitja eld,
amely éppen a megoldand¢ linearis egyenletrendszer alapmatrixa. Példaul, A = 6

esetén

> B:=CharacteristicMatrix(A,6);

5 =2 =2
B:=|-2 5 =2
-3 -3 4

Oldjuk meg azt a homogén linearis egyenletrendszert, melynek alapmétrixa B:
> LinearSolve(B,<0,0,0>,free=’u’);

u2

u2

Njw

u2

A )\ = 6 sajatértékhez tartozo sajataltér tehat egy egydimenziés altere R3-nak,

melynek egy bazisa

> subs(ul[2]=1,%);

NIW = =

Jatsszuk el ugyanezt a A = —1 esetben is!

> C:=CharacteristicMatrix(A,-1);
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-3 -3 -3

A C matrixhoz, mint alapmatrixhoz tartozé homogén linearis egyenletrendszer fej-
ben is megoldhato, de a gyakorlas kedvéért bizzuk a Maple-re!
> LinearSolve(C,<0,0,0>,free=’u’);

U2 —u3
ug

us

A megoldés két paramétert is tartalmaz, ami arra utal, hogy a megoldastér, ami
esetiinkben a A = —1 sajatértékhez tartozo sajataltér dimenzidja 2. A sajataltér
egy bazisat megkaphatjuk példaul igy:

> subs ({u[2]=1,u[3]=03},%), subs({ul[2]=0,ul3]1=13},%);

Végiil a kozvetlen parancsot is megmutatjuk:

> Eigenvectors(A);

L

= b:h\:who
[en}
—

A fiiggvény nevébdl adododan a sajatvektorok meghatarozasara szolgal, az output a
kovetkezsképpen értelmezendd. A kapott kifejezéssorozat elsé eleme a sajatvektoro-
kat tartalmazé oszlopvektor, a mésodik helyen szereplé matrix i-edik oszlopa pedig
egy az ezen oszlopvektor i-edik komponenséhez tartozo sajatvektorként értends. Az
azonos sajatértékekhez tartozé sajatvektorok egyiitt az adott sajatértékhez tartozo
sajataltér egy generatorrendszerét (ha linearisan fiiggetlenek, akkor bazisat) adjak.
A )\ = 6 sajatértékhez tehét a (%, %,1) sajatvektor tartozik, mely egyben a hozza
tartozo egydimenzids sajataltér egy lehetséges béazisvektora, a A = —1 sajatérték-
hez kapott (—1,0,1) és (—1,1,0) sajatvektorok pedig a hozza tartozo sajataltér
egy bazisat alkotjak.

9.3. Feladatok

9.1. Feladat. Igazolja, hogy komplex szamtest feletti véges dimenzioés vektortérben

minden lineéris transzformécionak van sajatvektoral
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9.2. Feladat. Adjon példat az R? vektortérben olyan linearis transzforméciokra,
melyeknek 1, 2, illetve 3 kiilonb6z6 sajatértéke van! Van-e olyan, melynek nincs

sajatértéke?

9.3. Feladat. Hatarozza meg annak a linearis leképezésnek a sajatértékeit és sa-

jataltereit, melynek a matrixa valamely bézisra vonatkozoéan

2)

2 -8 —-12
1 4 4 |
0 0 1
d)
2 21
1 3 1f!
1 2 2
9.4. Feladat. Lehetnek-e az
1 1 1 2 0 0
1 1 1 ésa |0 0 O
1 1 1 0 0 O

maétrixok ugyanazon lineéris transzformacié kiilonb6zd bazisokra vonatkozo matri-

xai?

9.5. Feladat. Adjon meg az R? térben olyan bazist, melyre nézve az alabbi linearis

transzforméciok méatrixa diagonalis!
a) p: R® = R3, (1, w2, 23) = (421 + @2 + 23,21 + 222 + 23, =321 — T2)

b) ¢: R® = R3, (1,22, 23) = (329 + 323, —211 + 22 + 273,71 — 3)
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10. Bilinearis formak

Ebben a fejezetben a szabadvektorok korébdl ismert skaléris szorzat altalanositéasa
fog megtorténni. A skalaris szorzas tulajdonképpen egy olyan kétvaltozos fiiggvény,
ami barmely két szabadvektorhoz egy skalart rendel, és — az 5.7. tétel szerint —

mindkét valtozojaban linearis.

10.1. Definicié. Legyen V vektortér a T test felett. Az L: V x V — T fiiggvényt
(V-n értelmezett) bilinedris formdknak nevezziik, ha barmely a,b,c € V és A€ T

esetén teljesiilnek az alabbiak:
1. L(a+b,¢) = L(a,c) + L(b,¢);
2. L(a,b+c) = L(a,b) + L(a, c);
3. L(\a,b) = A\L(a,b);
4. L(a, Ab) = A\L(a,b).

Az 1-4. tulajdonsagokat ugy is megfogalmazhatjuk, hogy az L fliggvény mindkét
valtozojaban linearis.

Mint mar emlitettiik, a szabadvektorok vektorterén értelmezett skaléris szor-
zéas bilinearis forma, amely ortonormalt béazisra vonatkozé koordinatakkal adott

vektorok esetén azonosithaté az
L:R*xR* 5 R,  L((z1,22,%3), (y1,Y2,¥3)) = T1y1 + T2y + T3Y3

leképezéssel. FEzt a kovetkezSképpen altalanosithatjuk: tetszéleges V' vektortérben

rogzitsiink egy F bazist, és tetszbleges x,y € V vektorok esetén legyen
L(z,y) = z1y1 + ToY2 + -+ + TpYn, (10.1)

ahol (x1,x9,...,2,) és (y1,Y2,...,Yn) rendre az x és y vektorok E bazisra vonat-
kozo6 koordinéatai. Ekkor L bilinearis forma a 7™ vektortéren, melyet tekinthetiink
akar V-n értelmezett skaléris szorzésnak is.

Tovabb4 bilinearis forma R?-en példaul az L((x1,22), (y1,%2)) = T1y2 + 27291

is. Ennek ellenérzése az olvaso feladata.

L(a,0) = L(0,a) = 0,
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és

k 1 ko1
LX) bi| =2 > Liaiby),
i=1 =1 i=1j=1
ahol a,a1,as9,...ax és by,ba, ..., b mind V-beli vektorok.

Ha a fiiggvényeknél megszokott moédon definialjuk a V-n értelmezett bilineé-
ris formak Osszegét és skalarszorosat, akkor a V-n értelmezett bilineéaris formék
Osszessége vektorteret alkot T' felett.

Konnyen igazolhatd a lineéris leképezések alaptételének bilinearis formékra vo-

natkoz6 megfelelGje is:

10.2. Tétel. Ha E = (e1,e2,...,6,) egy bdzisa V-nek, és o;j, ahol 1 < 4,5 < n,
adott skaldrok, akkor pontosan egy olyan L:V x V — T bilinedris forma létezik,

melyre L(e;, e;) = a;; teljestl minden 1 < 1,7 < n esetén.

10.3. Definicié. Az L: V x V — T bilinearis forma F = (e1,ea,...,e,) bdzisra
vonatkozd mdtrizdn azt az A = [0j|nxn matrixot értjiik, melyre a;; = L(e;, e;)

minden 1 < 4,5 < n esetén.

Az el6z6 tétel értelmében az n dimenziés V' vektortérben egy béazis rogzité-
se utan kolcsondsen egyértelmii megfeleltetés all fenn a V-n értelmezett bilinearis
formék és az alaptest feletti n x n tipust matrixok kozott. Mint a lineéris leké-
pezéseknél, a bilinearis forma maétrixa is fiigg a béazistol, és koordinataival adott

vektorok képe megkaphatdé métrixszorzas segitségével.

10.4. Tétel. Legyen az L: V xV — T bilinedris forma E = (e, ea, ..., e,) bdzisra

vonatkozo matriza A = [Oéij]an- Ha az x,y € V vektorok koordindtdi az E bdzisban

(‘rlvaa"'?xn) és (ylay27°",yn)a

akkor
T n n
L(z,y) = |1 22 - xn}A[zA Y2 oo yn} =Y > ey (10.2)
i=1 j=1

Bizonyitds. L bilinearis tulajdonsaga miatt
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n n T
= sziyjaij = {301 Ty - fﬂn] A {yl Y2 0 Yn
i=1 j=1

O

Most pedig azt nézziik meg, hogy a bazis valtozasa hogyan hat a bilinearis forma

matrixara.

10.5. Tétel. Legyenck E = (e1,ea,...,e,) és F = (f1, fo,..., fn) bdzisok V -ben,
és legyen S az E-rdl F-re térténd bdzisditmenet mdtriza. Ha a @ V-n értelmezett

bilinedris forma E €és F bdzisra vonatkozé mdtrizai rendre A és B, akkor B =
=STAS.

Bizonyitds. Ha A =[], B = [Bi;] és S = [ci;], akkor

Bij = L(fi, f;) = <Z CkﬂmZ%@) => 3 cricijLier, 1) =

k=1 1=1
n n
=3 crioma, = (STAS);,

k=11=1

ami éppen a bizonyitandé allitas. O

10.1. Szimmetrikus bilinearis formak

Ebben a szakaszban azt vizsgaljuk, hogy adott L bilinearis forma esetén létezik-e

olyan bézisa V-nek, melyre nézve L matrixa diagonalis.

10.6. Definici6é. A V-n értelmezett L bilinearis forma szimmetrikus, ha barmely
a,b €V esetén L(a,b) = L(b, a) teljestil.

A szabadvektorok korében értelmezett skalaris szorzas az 5.7. tétel 1. pont-
ja értelmében szimmetrikus. Viladgos, hogy az L bilinearis forma pontosan akkor
szimmetrikus, ha (barmelyik béazisra vonatkozd) méatrixa szimmetrikus. Valoban,
ha L szimmetrikus, és E = (eq,ea,...,e,) egy bazisa V-nek, A = [a;;] pedig L

FE-re vonatkozo6 bazisa, akkor
Oéi]' = L(ei, 6]') = L(ej, ei) = iji,

tehat AT = A. Ha pedig a;; = o, akkor a (10.2) szerint L(z,y) = L(y, z).
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Emléksziink, hogy a szabadvektorok korében két vektor pontosan akkor merd-

leges (ortogonalis) egymasra, ha skalaris szorzatuk nulla. Ezaltal motivalva:

10.7. Definicié. Legyen L V-n értelmezett szimmetrikus bilinearis fiiggvény. Azt
mondjuk, hogy az a,b € V vektorok L-ortogondlisak, ha L(a,b) = 0. A V egy

bazisat L-ortogondlis bdzisnak mondjuk, ha paronként ortogonalis vektorokbol all.

A bilineéaris forma matrixanak értelmezése alapjan nyilvanvald, hogy az L szim-
metrikus bilinearis forma F bézisra vonatkozo méatrixa pontosan akkor diagonalis,

ha F L-ortogonalis bazis.

10.8. Tétel. Bdrmely V-n értelmezett L szimmetrikus bilinedris formdhoz létezik

olyan bdzisa V -nek, melyre nézve L mdtriza diagondlis.

Bizonyitds. Legyen az L: V x V — T bilinearis forma E = (e, ea,. .., e,) bazisra
vonatkozo matrixa A = [a;j]nxn. El6sz0r azt gondoljuk végig, hogy az E bazison

elkovetett ,elemi” valtoztatasok milyen valtozéast implikalnak az A matrixon.

— Az ¢; és e; bazisvektorok felcserélésével az A matrix i-edik és j-edik sorai és

oszlopai is felcserél6dnek.

— Az e; vektort A\-val szorozva az A matrix i-edik soranak és oszlopanak minden

eleme A-szorosara valtozik. Ilymoédon a c; elem A\2-szeresére valtozik.

— Az e; vektorhoz a téle kiilonb6z6 e; vektor A-szorosat hozzaadva az A matrix
i-edik sordhoz a j-edik sor A-szorosa, majd az igy kapott matrixban az i-edik
oszlophoz a j-edik oszlop A-szorosa keriil hozzédadéasra. Ekkor az i-edik sor

-edik eleme ay; + Aoy + Aoy + )\2ajj lesz.

Ezek mindegyike kozvetleniil kvetkezik a bilineéaris forma matrixanak definicioja-
bol.

Most a matrixot ezekkel a ,sorokon és oszlopokon egyszerre végrehajtott” ele-
mi atalakitasokkal hozzuk diagonélis alaktra (ez tulajdonképpen a Gauss-Jordan-
eliminacié egy specidlis valtozata), mikézben azt is megfigyelhetjiik, mi torténik a
bézissal.
Els6 1épésben, ha a f64atl6 elsé eleme nem nulla, az elsé sor, illetve oszlop alkalmas
konstansszorosainak a tobbi sorhoz, illetve oszlophoz valoé hozzaadasaval elérjiik,
hogy az elsé sor és oszlop Osszes tobbi eleme nulla legyen. Ha az els6 sor elsG eleme

nulla, de a f6atloban van nullatol kiillonbozo elem, sor-, illetve oszlopcsere alkalma-

zasaval elérhetd, hogy a bal fels§ sarokba nullatél kiillonb6z6 eleme keriiljon. Ha
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pedig a f6atlo minden eleme nulla, akkor keressiink az els§ oszlopban (vagy sorban,
a szimmetria miatt mindegy) egy nemnulla elemet. Ha talaltunk, mondjuk a j-edik
sorban, akkor adjuk hozza az elsé sorhoz a j-edik sort, majd az igy kapott méatrix
elsG oszlopahoz a j-edik oszlopot. A bal fels6 sarokba ekkor aji + a1 + o5 =
= 2aj1 # 0 keriil. Egy esetet nem kezeltiink még: amikor a f64tlo, és az elsé oszlop
és sor minden eleme nulla: ekkor nem csindlunk semmit.

Ezen a ponton tehat a matrix elsd sora és oszlopa gy néz ki, mint ahogy egy diago-
nélis matrixban kell: az els6 elemtdl eltekintve minegyik eleme nulla. Megismételve
az eljarast a masodik, harmadik, stb. sorra és oszlopra, végiil diagonalis matrixhoz
jutunk. O

A fent leirt eljarast azon az R3 vektortéren értelmezett L bilinearis forman

hajtjuk végre, melynek R? valamely E = (ey, eq, e3) béazisara vonatkozo matrixa

0 1 -3
A=1]1 0 1
-3 1 0

Ha a diagonalizalas alabbi lépéseit Maple-ben is kdvetni kivanjuk, definialjuk els-
szOr az A matrixot:

> with(LinearAlgebra) :
> A:=Matrix([[0,1,-3],[1,0,1],[-3,1,0]11):

1. Mivel az A matrix bal fels§ sarkdban, és a féatloban mindenhol 0 &ll, igy
a masodik sort az els§ sorhoz, majd a masodik oszlopot az elsé oszlophoz
hozzéadva elérjiik, hogy a f6atlo els6 eleme nullatol kiillonbozzék.

> RowOperation(A,[1,2],1,inplace = true):
> ColumnOperation(4, [1, 2],1,inplace = true);

2 1 -2
1 0 1
-2 1 0

2. Kivonva az els§ sor felét a mésodikbodl, majd az els§ oszlop felét a méso-
dikbol, tovabba az elsd sort és oszlopot a harmadik sorhoz, illetve oszlophoz

hozzéadva a elsé sor és oszlop nem fGatloban 1évé elemei mind nullak lesznek.

> RowOperation(A, [2,1],-1/2,inplace=true):
> ColumnOperation(A, [2,1],-1/2,inplace=true);

161



1
0 -3 2
—2 2 0
> RowOperation(4, [3,1],1,inplace=true):
> ColumnOperation(A, [3,1],1,inplace=true);
2 0 0
1
0 —3 2
0 2 —2

3. Most a masodik sor és oszlop segitségével eliminaljuk a masodik sor és oszlop
nem f&atloban 1év6 elemeit: a masodik sor négyszeresét hozzaadjuk a harma-
dikhoz, majd ugyanezt tessziik az oszlopokkal is. Az eredmény méar diagonalis
maétrix lesz.

> RowOperation(4, [3,2],4,inplace=true):
> ColumnOperation(4, [3,2],4,inplace=true);

2 0 0
1

0 -1 o0

0 0 6

Ha arra is kivancsiak vagyunk, hogy L ezen matrixa R melyik (L-ortogonilis)
bazisadhoz tartozik, akkor vegylik sorra, hogy az egyes lépéseknél hogyan médosult

a béazis:

1. (61 + €2, €2, 63);

2.
1
(e1+ ez, €9 — 5(61 +e2),e3+e1 +e) =
1 1
= (e1 + €2, —561 + 562761 +es +e3);
3.
1 1
(e1 + €9, — 561 + 562761 +ex+e3—2e1 +2e) =
1 1
= (e1 + ea,—=e1 + —ea, —e1 + 3ex + €3),

2 2
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igy ha az F béazis mondjuk a természetes bézis, akkor a kapott diagonélis matrix

F= ((1,170), <—; ;,0> (~1,3, 1)>

Van egy méasik modszer is, amely a V' vektortér egy tetszdleges (eq,ea, ..., en)

az

béazishoz tartozik.

bazisabol kiindulva eléallit egy (f1, fa, ..., fn) L-ortogonalis bazist. Ez az agyneve-
zett Gram-Schmidt ortogonalizdcio, amely csak akkor mikodik, ha az L bilinearis
formara teljesiil az is, hogy a # 0 estén L(a, a) # 0 (a skalaris szorzat természetesen

ezt is tudja). Legyen f; = e, és keressiik az fo, ..., f, vektorokat

fo = ea + an f1,
f3 =e3 + asifi + asa fo,

fn = €n +an1f1 +an2f2 + - +an,n71fn71

alakban. Az egyenldségek atrendezése utan latszik, hogy barmelyik e; bazisvektor
elall az f1, fa, ..., fn vektorok linearis kombinaciojaként, igy fi1, fo,..., fn genera-
torrendszere, és mivel n darab vektorbol all, bazisa is V-nek. Most megvalasztjuk
az a;; skalarokat tigy, hogy ez a bazis L-ortogonélis legyen, pontosabban tgy, hogy
az fr vektor L-ortogonalis legyen az f1, fo,..., fr—1 vektorok mindegyikére, bar-
mely 1 < k < n esetén. Az f; megvalasztashoz nincs tennivalonk. Tegyiik fel, hogy
az f1, fo,..., fx—1 vektorokat mar megtalaltuk. Ekkor az f; vektor L-ortogonéalis

kell legyen barmelyik f;-re, ahol 1 < i < k, azaz

L(fx, fi) = L(ex + asa f1 + anafo+ - + ag k1 fo—1, fi) =
= L(ex, fi) + a1 L(f1, fi) + cnaL(f2, fi) + -+ + ag k-1 L(fx—1, fi) =0

kell, hogy teljesiiljon. Az indukcios feltevés szerint j # i esetén f; és f; ortogonali-

sak, igy a fenti egyenlGség

L(fx, fi) = L(ex, fi) + ari L(fi, fi) = 0

alakra redukalodik, ahonnan — mivel a feltevésiink szerint L(f;, fi) # 0 — az ay;
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értéke megkaphato:

_ Lex, fi)
gy = —————r.
L(fi, fi)
Tehat az a1, aks,. .., ar k-1 egylitthatok valoban megvalaszthatok ugy, hogy az

fr vektor az f1, fo,..., f—1 vektorok mindegyikére L-ortogonalis legyen.
Mivel az el6z6 példaban L((1,0,0),(1,0,0)) = 0, igy a Gram-Schmidt orto-
gonalizaciét azon nem tudjuk szemléltetni. Tekintsiik most azt az R? vektortéren

értelmezett L bilinearis format, melynek R? természetes bazisara vonatkozd mét-

rixa
1 2 3
A=12 -1 0
3 0

Ha az x,y € R® vektorok természetes bazisra vonatkozo koordinatai (z1,xs,r3) és

(y1,y2,y3), akkor ez a bilinearis forma az
L(z,y) = v1y1 + 221y2 + 3T1y3 + 272y1 — T2y2 + 3731 + T3Y3. (10.3)

Lathato, hogy L szimmetrikus, igy van olyan bazisa R3-nak, melyre vonatkoz6 mat-
rixa L-nek diagonalis. Most alkalmazzuk a Gram-Schmidt ortogonalizaciot ennek

megkeresésére. Az
€1 = (17070)a €2 = (05170)7 €3 = (0,0,1)
természetes bazisbol kiindulva, a konstrukcié szerint

fl = €1,
fo = ea2 + ao fi,
fz = e3 + az1fi + asa fo,

ahol az ag1, 31, agr skalarok meghatéarozasa a cél. Az agy értékét az L(fa, f1) =0
feltételbdl kapjuk:

L(fa, f1) = L(ez, f1) + a21L(f1, f1) =
= L((Ov 170)7 (17070)) + anL((1a070)v (13()’0)) =
:2+O[21 :Oa
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ahonnan oy, = —2 adodik. Ekkor
fo=1(0,1,0) — 2(1,0,0) = (=2,1,0).

Tovabb folytatva,
fz =e3+azfi + asafo,

ahonnan az L(f3, f1) = 0 feltétel miatt

L(fs, f1) = L(es, f1) + az1 L(f1, f1) =
= L((0,0,1),(1,0,0)) + a31 L((1,0,0),(1,0,0)) =
=3+az =0,

és igy gy = —3, mig az L(f3, f2) = 0 feltételbsl

L(fs, f2) = L(es, f2) + a2 L(f2, f2) =
- L((O7O> 1)7 (72, 170)) + 0[32L((*2, 1,0)7 (727 170)) =
=—6— 50&32 = O,

és agy = —6/5 adodik. Tehat

f5 = (0,0, 1) — 3(1,0,0) — g(_m,o) _ <_§ _§,1> .

Az L bilinearis forma (f1, f2, f3) bazishoz tartozé matrixa pedig az a B = [5;;]3x3

matrix, melyre 8;; = L(f;, f;). Nevezetesen

1 0 0
B=10 -5 0|,
0 0o -2

amely mar lathatéan diagonélis.

Vegyiik észre, hogy a feltétel teljesiilését, amitsl a Gram-Schmidt ortogonaliza-
ci6 alkalmazhatosagat fiiggévé tettiik, nem ellendriztiik le. Baj azonban nem szér-
mazott bel6le, hiszen az L(a, a) # 0 feltételt csak az fi és fo vektorokra hasznaltuk,
azokra pedig teljesiilt. Hogy mas vektoroknél mi a helyzet, az nem lényeges.

Vilagos, hogy egy L-ortogonélis bazis barmely vektorat nemnulla skalérral meg-

szorozva L-ortogonalis bazist kapunk. Emiatt az F = (fy, f2, ..., fn) L-ortogonalis
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bazisrol az F' = (f1, f4,..., f]) béazisra attérve, ahol valos vektortér esetén

fi ha L(f;, fi) = 0;
ﬁ egyébként,

komplex vektortér esetén pedig

i ha L(fi, fi) = 0;
\/ﬁ egyébként,

L matrixa tovabbra is diagonélis lesz, de annak f6atlojaban méar csak €; = +1 vagy
0 lehetnek. Ilyen bazisban L

L(z,y) = Z Ei%Y;
i=1

alaka, ahol ¢; = £1 vagy 0, és (x1,22,...,2,), illetve (y1,y2,...,Yyn) rendre az
x és y vektorok F’ bézisra vonatkozo koordinatai. Emlékezziink, hogy az R™-re
kiterjesztett skalaris szorzas (1. (10.1)) esetén ¢; = 1 minden i € {1,2,...,n} esetén.
A szimmetrikus bilinearis forma maéatrixanak diagonalis alakja azonban még igy
sem egyértelmi. Annyi viszont igazolhato, hogy ugyanazon szimmetrikus bilinearis
forma barmely matrixaban a pozitiv (negativ) elemek szama megegyezik. Ez a tétel

Sylvester-féle tehetetlenségi torvényként ismert.

10.2. Kvadratikus formak

A szimmetrikus bilinearis formak egy olyan megszoritasarol fogunk szoélni, amikor
mindkét valtozo helyére ugyanazt a vektort irjuk. Az igy szarmaztatott fliggvények

a geometridban, és a matematika mas teriiletein is fontos szerephez jutnak.

10.9. Definicié. Legyen L: V x V — T egy szimmetrikus bilinearis forma. A
Q:V =T, Q)= L(z,z) fuggvényt (V-n értelmezett, L-bdl szarmazd) kvadrati-

kus formdnak nevezziik.

Az el6z6 példaban szerepls (10.3) szimmetrikus bilineéris forméabol szarmazo

kvadratikus forma

Q(z) = 22 + dx 12 + 63123 — 23 + 23 (10.4)
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Ha a T test karakterisztikidja nem 2, akkor kélcstnosen egyértelmi a kapcsolat
a V-n értelmezett szimmetrikus bilineéaris formak és kvadratikus formak kozott.
Ehhez csak annyit kell belatni, hogy minden kvadratikus forma egyértelmtien meg-
hatarozza azt a szimmetrikus bilineéris forméat, amelybdl szarmazik: ha =,y € V,
akkor

Q(x+y) =Lz +y,z+y) = L(z,v) +2L(x,y) + L(y,y) =
= Q(z) 4+ 2L(z,y) + Q(y),

ahonnan

L(z,y) = 5(Q( +1) ~ Q) ~ Q)

adodik. Tehat a @ kvadratikus forméabol az L bilineéris forma visszaéllithato.

A (10.2) alapjan az L bilinearis formabol szarmazé @) kvadratikus forma

Qz) =YY aymiz;
i=1j=1

alakba frhato, ahol (z1,z2,...,2,) az © vektor koordinatai egy adott bazisban. A

V egy L-ortogonalis bézisaban a fenti egyenlGség
n

Qz) = o}
i=1

alaku, ahol a; € T. Ezt hivjuk a @ kvadratikus forma kanonikus alakjdnak.
Folytatva az el6z6 példat, ha (1, z2, x3) az x vektor koordinatai R? természetes
bazisaban, akkor az L-b6l szarmazdé @ kvadratikus forma (10.4) alakd, az F =
= (f1, fo, f3) bazisban pedig, melyben L matrixa B,
4 5

Q) =23 — 53 - 238,

ahol (Z1, o, T3) az x vektor F bazisra vonatkozo koordinatai. Most megnézziik, ho-
gyan kaphatok meg ezek a koordinatak az eredeti (x1, xo, x3) koordinatakbol. Eh-
hez nem kell més, mint az E-rél F-re torténd bazisatmenethez tartozé koordinata-
transzformacié matrixanak megkeresése. Mivel E az R3 természetes bazisa volt,

igy a bazisdtmenet matrixa az a 3 x 3 tipusd matrix, melynek oszlopaiba rendre az
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f1, f2, f3 vektorok keriilnek:

3

1 —2 -3

— 6
S=1lo 1 -8
0 0 1

A koordinata-transzforméacié matrixa a bazisatmenet méatrixanak inverze:

1 2 3
ST =10 1 s
0 0 1
A 8.14. tétel szerint
x1 T Ty + 29 + 323
To| =571 x| = $2+g$3 )
T3 T3 x3
melybdl
2 o 4, 2 6 > 4 2
Q(z) = 7 — bx5 — £23 = (x1 4 229 + 3x3)° — 5 | 2+ 573 — v

kovetkezik. A négyzetre emelések, majd 0sszevonasok elvégzése utan éppen a (10.4)
jobb oldalan 1évé kifejezést kapjuk, ami persze még nem bizonyitja a moédszer

helyességét, de mindenképp megnyugtato.

10.10. Definicié. A V valos vektortéren értelmezett (Q nem azonosan nulla kvad-

ratikus forma
— pozitiv definit, ha minden x # 0 esetén Q(z) > 0;
— negativ definit, ha minden x # 0 esetén Q(z) < 0;

— pozitiv szemidefinit, ha minden z € V esetén Q(z) > 0, és van olyan = # 0,
hogy Q(z) = 0;

— negativ szemidefinit, ha minden z € V esetén Q(x) < 0, és van olyan x # 0,
hogy Q(z) = 0;

— indefinit, ha pozitiv és negativ értékeket is felvesz.
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Ezen a ponton a 5.7. tétel a kiovetkezSképpen fogalmazhatoé meg: a szabad-
vektorok vektorterén értelmezett skalaris szorzat egy olyan szimmetrikus bilinearis
forma, melybdl szarmazo kvadratikus forma pozitiv definit. A (10.4) viszont inde-
finit.

A kvadratikus forma kanonikus alakjarol (vagy ha ugy tetszik, a szdrmazta-
t6 szimmetrikus bilineéris forma egy diagonalis matrixarol) a definitség egyszerti-
en leolvashato: példaul @ pontosan akkor pozitiv definit, ha «; > 0 minden ¢ €
€ {1,2,...,n} esetén. A t6bbi eset megfogalmazasa és belatasa az olvasé feladata.
A kvadratikus formék ezen jellege a hozzéa tartozo szimmetrikus bilinearis forma

akarmelyik matrixaboél eldonthetd.

10.3. Kapcsoloddé Maple eljarasok

A Maple LinearAlgebra csomagja a bilinearis formak definidlasat egy méatrixa-
nak megadasaval varja. Legyen L az R? vektortéren értelmezett bilinearis forma,

melynek R? valamely E = (eq, 2, e3) bazisara vonatkozé matrixa

0 1 -3
A=1]1 0
-3 1 0

Adjuk meg ezt a méatrixot:

> with(LinearAlgebra):
> A:=Matrix([[0,1,-3],[1,0,1],[-3,1,0]11):

Ekkor az igy definialt bilinearis forma értékét a koordinataival adott (z,y) vektor-
péaron a BilinearForm(x,y,A,conjugate=false) paranccsal kaphatjuk meg. Az
utolso, conjugate=false paraméter hasznalatéval azt jeloljiik ki, hogy az A matrix
egy bilinearis forma, és nem egy ugynevezett Hermite-bilinearis forma matrixa. A
Hermite-bilinearis formékat komplex szamtest feletti vektortereken szokas értelmez-
ni, az eltérés csupéan a definicié 3. pontjaban van: a Hermite-bilinearis formaknal
L(\a,b) = AL(a,b) kell teljesiiljon, ahol X a A komplex konjugaltjat jelenti. Ennek
a modositasnak koszonhetSen a valos vektorterek bilineéris formainak a késébbiek-
ben hasznos tulajdonsagait komplex vektorterek esetén is kamatoztathatjuk.

Probaljuk ki a parancsot az altalanos esetre:
> BilinearForm(<x[1],x[2],x[3]>,<y[1],y[2],y[3]>,A,conjugate=false);

z1(y2 — 3y3) + z2(y1 +y3) + 3(=3y1 + y2),
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Az eredmény (10.2) alakjat az expand parancs szolgaltatja:
> expand (%) ;

T1Y2 — 3T1Y3 + T2y1 + T2ys — 3T3y1 + T3Y2.

Akinek nem tetszik a BilinearForm fiiggvény, az definidlhatja az A matrixhoz

tartozoé bilineéaris format az

> L:=(X,Y)-> Transpose(X).A.Y;

el6irassal is. Ekkor a bilinearis forma (10.3) altalanos alakjat a kovetkezsképpen
kaphatjuk meg:

> L(<x[1],x[2],x[3]>,<y[1],y[2],y[3]>):
> expand (%) ;

A Gram-Schmidt ortogonalizaci6 megvalositasat a fent megoldott (10.3) példan
keresztiil szemléltetjiik. Elgszor megadjuk a bilinearis forma maéatrixat:
> A:=Matrix([[1,2,3],[2,-1,0],[3,0,111):
A bilinearis forma értékét célszertibb lesz ezen méatrix segitségével kiszamitani, igy
definialunk egy fliggvényt, amely két koordinatédkkal adott vektorhoz hozzarendeli
a bilinearis forma értekét (1. (10.2)):
> L:=(X,Y)-> Transpose(X).A.Y;
Ekkor a bilinearis forma (10.2) altalanos alakjat megkaphatjuk a kovetkezképpen:

> L(<x[1],x[2],x[3]>,<y[1],y[2],y([3]>):
> expand (%) ;

Y171 + 2y172 + 3y173 + 2y221 — Y22 + 3y3T1 + Y33

Definialjuk az indulé bazist, amely most R? természetes bazisa:

> e[1]:=<1,0,0>:
> e[2]:=<0,1,0>:
> e[3]:=<0,0,1>:

Megadjuk a konstrukciodt, az egyszeriiség kedvéért az indexelt gorég bettivel jelolt
valtozokat atnevezve:

> f[1]:=e[1]:
> f[2]:=e[2]+axf[1]:
> £[3]:=e[3]+b*f [1]+c*f[2]:
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Kiszamitjuk az a, b, ¢ valtozok értékét:

> a:=solve(L(f[2],f[1])=0,a);

a:=—2

> b:=solve(L(£f[3],f[1])=0,b);
b:= -3

> c:=solve(L(£[3],£[2])=0,c);
6
ci=—=
5

majd megnézhetjiik az f1, fa, f3 vektorokat:

> £[11,£[2],£[3];

Végiil a bilinearis forma (f1, f2, f3) bazisra vonatkozo matrixat a kovetkezdképpen
allithatjuk els:

> B:=Matrix(3,3,(i, j)->L(£[i],f[j1));

1 0 0
B:=1|0 -5 0
4

o o -4

Az altalunk alkalmazott Gram-Schmidt eljaras egy adott bazisbol kiindulva
elgallit egy L-ortogonélis bazist. Abban a specialis esetben, ha az L éppen (10.1),
akkor ezt a Maple kozvetleniil is tudja: a GramSchmidt eljaras segitségével.

A kvadratikus forma szarmaztatéasa Maple-ben a kovetkezGképpen tehetd meg:
> Q:=X->L(X,X);
Az altalanos alak pedig:

> Q(<x[1],x[2],x[3]>):
> expand (%) ;

2 2 2
z] + 4x122 + 62123 — 5 + 23

Mint lattuk, a kvadratikus formabol a szarmaztato6 bilinearis forma visszaallithato.

Erdemes ezt is a példankon kiprobalni:

171



> 1/2x(Q(<x[1],x[2],x[3]>+<y[1],y[2],y[3]>)-Q(<x[1],x[2],x[3]>)-
Q(<y[1],y[2],y[3]1>)):
> expand (%) ;

amely éppen az L (10.3) alakjat eredményezi.

A definitség eldontésére a Maple LinearAlgebra csomagja az IsDefinite fiigg-
vényét biztositja. Ennek
> IsDefinite(A,’query’=’positive_definite’);
alakja a fenti példdban szereplé A matrix esetén false valaszt eredményez, tehat
a hozza tartozo bilinearis formabol szarmazo kvadratikus forma nem pozitiv de-
finit. A paraméterben a positive_definite helyére a positive_semidefinite,
negative_definite, negative_semidefinite és indefinite kifejezések barme-

lyike irhato6, esetiinkben az utols6 fog true valaszt eredményezni.

10.4. Feladatok

10.1. Feladat. Bilinearis forma-e a valos egyiitthatos polinomok vektorterén az a

leképezés, amely az f és g polinomokhoz az f(1) - g(2) szamot rendeli?

10.2. Feladat. Legyenek ¢, ¢ € Hom(V,T'). Mutassa meg, hogy az L: VXV — T,
L(z,y) = p(z)¥(y) leképezés bilinearis formal

10.3. Feladat. Az alabbi leképezések koziil melyek bilinearis forméak? Amelyik

igen, irja fel a méatrixat, és a bel6le szarmazo6 kvadratikus formét!
a) L: R?2 xR? - R, L((z1,22), (Y1,2)) = 21 + 11
b) L:R?* xR* - R, L((x1,22), (y1,¥2)) = T141
¢) L:R® xR® = R, L((x1, 2, 23), (y1,Y2,¥3)) = Sx191 + 272y3
d) L: R* x R® = R, L((x1, 22, 23), (1, Y2, y3)) = 2192 — 22397

10.4. Feladat. Irja fel azt a L: R3xR3 — R bilinearis format, melynek természetes

béazisra vonatkoz6 maétrixa

1 -1 2
-1 2 0f!
2 0 3

Adja meg az L((1,2, — 1),(1, —1,2)) és L((1, —1,2),(1,2, — 1)) értékeket! Szim-
metrikus-e ez a bilinearis forma? Ha igen, minden jelen esetben hasznalhato tanult

modszerrel adjon meg az R? térben olyan bézist, melyre nézve L métrixa diagonalis!
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10.5. Feladat. Kvadratikus forma-e a Q: R? — R, Q(x1,72) = 27172 leképezés?

Ha igen, mely szimmetrikus bilineéris formabol szarmazik?

10.6. Feladat. Hozza kanonikus alakra a
Q(z1, 0, x3) = 22 — 223 — 4x§ + 2x1x0 — 41173 + 8T273

kvadratikus formét, majd allapitsa meg a definitségét!
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