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Eldszo

Ez a jegyzet az Eszterhazy Karoly Foiskola Programtervezs Informatikus hallgatoi
szaméara tartott Diszkrét matematika I. el6adasok kénnyebb kévethetGségét szol-
galja. Az anyag felépitésekor figyelembe vettiik, hogy a kurzus hallgatéi méar ren-
delkeznek fels6bb matematikai ismeretekkel, hiszen a megel6z6 félévben a Kalkulus
1. keretein beliil az alapvets halmazelméleti és fliggvénytani ismeretek elhangzanak,
de a jegyzet nagy része stabil kozépiskolai ismeretek birtokaban is kdvethetd.

A matematika lényegében fogalomalkotasbol és a fogalmak kozotti logikai kap-
csolatok felderitésébdl all. Itt amikor uj fogalom értelmezése torténik, magat a
fogalmat ddlt bettivel irjuk. Ezek a definiciok a lehetGségekhez képest precizek. Az
allitasok megfogalmazasara tobb esetben a kornyezd szoveg részeként, de van ami-
kor tételként kiemelve keriil sor. A matematikai allitasok altalaban bizonyitasra
szorulnak, itt azonban — a célcsoport igényére és felkésziiltségére, valamint a ren-
delkezésre all6 idGkeretre valo tekintettel — a bizonyitasokat nem minden esetben
kozoljiik.

A fejezetek végén 1év( feladatok a targyalt anyag elmélyitésének mérését segitik:
azt javasoljuk, hogy az olvaso addig ne tekintsen feldolgozottnak egy fejezetet, amig
az ott kitiizott feladatokkal gondjai vannak.

A jegyzet célja nem a matematika lehetséges informatikai alkalmazésainak be-
mutatisa, csupan az ahhoz sziikséges matematikai alapok a targyhoz tartozo ré-

szének biztositésa.



1. A természetes szamoktol a valés szamokig

»A szdmok a formalizdlds és az eltdvolitds eszkézei. [...] Van példdul
az asztalon 6t alma, de az ot fogalma nincs az asztalon. Csak annak

tudatdban létezik, aki megszamolja az almdkat.””

Eletiink els6 matematikai élményei a szamok megismeréséhez kothetk, méar
kisgyermekként is tudtunk veliik valamilyen moédon banni. Ennek ellenére a sza-
mok fogalmanak preciz matematikai megalapozasa tulmutat az elemi matematika
szintjén. A  kett&” jelentésérsl mindenkinek stabil elképzelése van, de sokan baj-
ban lennének, ha pontos meghatarozast kellene ra adni. A szamfogalom egzakt
felépitését ezen jegyzet keretein belill sem tudjuk igérni, csupan annak ,hangula-
tat” kiséreljiik meg e fejezetben érzékeltetni. Célunk a kozépiskolaban megismert

nevezetes szamhalmazok szamunkra fontos tulajdonsiagainak Osszefoglalasa.

1.1. A természetes szamok

Gyermekkorban a szamok megismerése egyfajta elvonatkoztatas eredményeképpen
torténik: a koriilottiink 1évs targyak szamossaganak allandosigét érzékelve a ,ket-
t§” fogalma 2 darab babapiskdta, két épitGkocka, vagy éppen két keziink kozos

tulajdonsagaként kérvonalazodik. Ezt a felismerést ragadja meg a természetes szé-

1.1. Abra. Mi a kozds a harom halmazban?

mok halmazelméletbdl szarmazo definicidja, mely szerint természetes szamoknak a
véges halmazok szamossagait tekintjiik. Kalkulusbdl ismert, hogy az iires halmaz
véges, ennek szamossagat jeloljiik 0-val. Az 1 annak a halmaznak a szamossigat
jeloli, melynek az iires halmaz az egyetlen eleme, a 2 pedig a {(, {0}} halmaz sza-

mossagaként értelmezhetd, és igy tovabb. A természetes szamok halmaza tehat az

N=1{0,1,2,3,4,...}

* Borbély Szilard: Nincstelenek, Kaligram, 2013.



halmaz. Tudjuk, hogy a természetes szamok korében korlatlanul elvégezhets az

0 1 2 3

1.2. dbra. Természetes szamok a szamegyenesen

Osszeadas és a szorzas. Ez alatt azt értjiik, hogy barmely két természetes szam

1.3. dbra. Két természetes szam Osszege és szorzata is ter-
mészetes szam, de nem mondhatd el ugyanez a természetes
szamok kiilonbségeirsl és hanyadosairol

Osszeadhato, illetve Gsszeszorozhato, és az eredmény is minden esetben egy j6l meg-
hatarozott természetes szam lesz. A szamolast nagymértékben konnyiti az a tény,
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hogy ezek a miiveletek mindegyike az alabbi ,,j¢” tulajdonsagokkal rendelkezik.

1. A természetes szamok halmazan értelmezett Osszeadés és szorzés is kommu-
tativ, vagyis az eredmény fiiggetlen a tagok, illetve tényezok sorrendjétsl.
Formalisan:

a+b=b+a é ab=ba
teljesiil minden a és b természetes szamra.

2. Mindkét miivelet asszociativ, azaz
(a+b)+c=a+(b+c) és (ab)c=a(bc)

teljesiil barmely a,b,c € N esetén. Ez a tulajdonsig gy értelmezhets, hogy
ha harom szamot kell 6sszeadnunk, mindegy, hogy el6szor az els6 kettét adjuk
Ossze, majd az Osszeghez hozzdadjuk a harmadikat, vagy éppen a két maso-
dik szam Osszegét adjuk hozza az els6hoz. Mivel a zardjelezés tetszGleges, a

zardjeleket altalaban elhagyjuk.



Mint azt késébb latni fogjuk, a két tulajdonsag egyiitt garantalja, hogy véges sok
szam Osszege és szorzata fliggetlen a tagok, illetve tényezsk sorrendjétsl és a zaro-

jelezéstsl. A kovetkezd tulajdonsag a két mivelet kapcsolatarol arulkodik.

3. A szorzas az Osszeadésra nézve disztributiv, azaz barmely a, b, ¢ természetes
szamok esetén igaz az
(a+b)e=ac+ bc

egyenlGség.

Felhivjuk még a figyelmet a 0-nak az 6sszeadéshoz, és az 1-nek a szorzashoz fiz6d6
viszonyara: a nullat barmelyik szamhoz hozzaadva az a szam nem valtozik, tovabba
barmelyik szam véltozatlan marad, ha azt eggyel szorozzuk.

Az bsszeadas segitségével a természetes szamok kozott rendezés is értelmezhetd:
azt mondjuk, hogy a < b (kiolvasva: a kisebb, vagy egyenld, mint b), ha van olyan
¢ termeészetes szam, hogy a + ¢ = b. Tovabba, a < b (a kisebb, mint b), ha a < b de
a # b. Gyakran ki fogjuk hasznalni azt a tényt, hogy a természetes szamok minden

nemiires részhalmazanak van legkisebb eleme.

1.1.1. Teljes indukcid

Az is vilagos, hogy ha n egy természetes szam, akkor n + 1 is az. S6t, ha H a
természetes szamok halmazanak egy olyan részhalmaza, amely tartalmazza a 0-t, és
amennyiben tartalmazza n-et, igy tartalmazza n + 1-et is, akkor H sziikségképpen
az Osszes természetes szamot tartalmazza. Ezen az allitdson alapszik egy fontos
bizonyitasi modszer, a teljes indukcid, amely természetes szdmokkal kapcsolatos

allitasok igazolasara alkalmas, és a kovetkezs két 1épésbdl all:

1. Elgszor azt bizonyitjuk az allitas igaz a nullara (vagy a legkisebb olyan ter-

mészetes szamra, melyre az allitas értelmes).

2. Utana belatjuk, hogy amennyiben az allitas érvényes valamely n természetes

szamra, akkor érvényes n + 1-re is. Ezt nevezziik indukciés 1épésnek.

A két lépés egylitt biztositja, hogy az allitds minden természetes szdmra igaz: az
els6 1épés szerint igaz nullara, de ekkor a masodik 1épés szerint egyre is, majd Gjra
a masodik lépést alkalmazva kettére is, stb. Szemléletesen szolva, biztosan fel tud
menni a lépesén az, akir6l tudjuk, hogy fel tud allni a lépcsS legels6 fokara, és

annak barmelyik fokarol fel tud lépni a kovetkezdre.



Példaként megmutatjuk, hogy

n(n+1)2n+1)

1249224324 ... 402 = -

teljesiil minden n > 1 természetes szamra.
El6szor az n = 1 esetet kell ellenérizniink, melyhez csupan behelyettesitésre van

szilkség:

valoban igaz. Most feltessziik, hogy igaz az allitds valamely k > 1 természetes

szdmra, azaz

12+22+32+...+k2:w7 (1.1)

és ebbdl kellene bizonyitani, hogy k 4 1 esetén is igaz, vagyis

P42+ 4 k24 (k1) = (k+1)((k+1)‘21)(2%"'1)"‘1)' (1.2)

Alkalmazva az (1.1) feltevést,

12+22+32+-~+k2+(k+1)2:WJJ%%)Q:
_ k(k+1)(2k+ 1) + 6(k 4 1)?
— : —
_ (k)RR D) +6(k+1)
6
~ (k+1)(2k* + 7k +6)
- c :

Konnyt ellendrizni, hogy (1.2) jobb oldala is pont ugyanezzel egyenls. A fent el-
mondottak szerint az allitas ezzel bizonyitva van. Még egyszer nyomatékositjuk,
hogy az (1.1) egyenlség csupan feltevés, ha azt kozvetleniil bizonyitani tudnank,
nem lett volna sziikség a teljes indukciora. S6t, akar még azt is feltehettiik volna,
hogy az allitds nemcsak k-ra, hanem a néla kisebb természetes szamokra is igaz.
Itt most erre nem volt sziikség, de van olyan, amikor az n = k + 1 esetre csak igy
tudunk kovetkeztetni (lasd 1.2. tétel).

Most pedig bebizonyitjuk, hogy minden 16 ugyanolyan szind. Ezt a lovak sza-
ma szerinti teljes indukcioval tessziik. Ha a vilagon csak egyetlen 16 lenne, akkor
az allitds nyilvan igaz lenne. Most tegyiik fel, hogy k darab 16 esetén igaz az &l-

litas, és tekintsiink egy k + 1 16bol 4ll6 ménest. Szdmozzuk meg ebben a lovakat:



1,2, ...,k+1. Az 1,2, ...,k és 2,3, ...,k + 1 sorszamu lovak egy-egy k l6bol al-
16 ménest alkotnak, igy a feltevésiink szerint mindkét ménes lovai azonos szintiek.
Mivel a 2. 16 tagja mindkét ménesnek, ezért mind a k + 1 16 szine azonos.

Az allitas, melyet éppen most igazoltunk, nyilvanvaléan hamis. Ez az tgynevezett
loparadoxon nem a teljes indukciot hivatott tdmadni, csupén egy annak alkalmazé-
sa kozben elkovethets hibéara igyekszik felhivni a figyelmet. A hiba igen egyszeri: az
indukcids 1épésében alkalmazott gondolatmenet csak akkor helyes, ha k legalabb
2, ugyanis csak ekkor lehet k6zos 16 a két k tagi ménesben. Tehat az indukcios
lépésiink megkdveteli, hogy az n = 1 eseten tul az n = 2 esetet is kiilon kezeljiik.

Két tetszdleges 16r6l pedig senki nem mondhatja, hogy biztosan azonos szintiek.

1.2. Egész szamok

Aki mar a jegyzetben el6relapozott, lathatta, hogy el6bb-utobb egyenleteket szeret-
nénk megoldani. A természetes szamok kérében azonban mar az x4+ 1 = 0 egyenlet
megoldasa is gondot okoz, hiszen nincs olyan természetes szam, melyhez egyet hoz-
zédadva nullat kaphatnank, vagy ha tugy tetszik, a nullab6l nem tudunk kivonni
egyet. A természetes szamok halmazanak bgvitésére van tehat sziikség. Ezt dgy
tessziik meg, hogy a —n szimboélumot, ahol n nulldnal nagyobb természetes szam,

is szamnak tekintjik, és ezt az n negativjanak nevezziik. Az igy kapott
zZ=A{..,-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4, ...}

halmazt az egész szdmok halmazdnak, elemeit pedig egész szamoknak hivjuk. A

-3 -2 -1 0 1 2 3

1.4. 4bra. Egész szamok a szamegyenesen

bévités akkor lesz eredményes, ha a természetes szamoknal megismert miveleteket
is kiterjesztjiik erre a bévebb halmazra. A kiterjesztés arra utal, hogy az ,;uj” mtive-
let a ,régi” szamokon a megszokott eredményt kellene, hogy produkalja. Azt, hogy
ez sikeriilt, altalanos iskolaban mindenki lathatta: a 2 és a 3 egész szamok Gsszege
ugyanugy 5 lesz, mintha természetes szamokként adtuk volna Gssze Gket. S6t, az
Osszeadés és a szorzés ,,j0” tulajdonsagai, a kommutativitas és az asszociativitas is
megmaradnak. A bévités nyeresége abban 4all, hogy minden = egész szamhoz talél-
hato olyan szintén egész szam (ezt hivjuk x ellentettjének), hogy a ketts Gsszege

éppen 0. Igy elmondhatjuk, hogy az egész szamok korében a kivonas is elvégezhetd,
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a kivonas ugyanis nem mas, mint az ellentett hozzaadasa.

A rendezés is kiterjeszthetd az egész szamok halmazara: azt mondjuk, hogy a <
< b, ha b — a természetes szam. Ha 0 < a, akkor a-t pozitiv, ha pedig a < 0, akkor
a-t negativ egész szamnak nevezzik.

Korabbi tanulméanyainkbol ismert, hogy az osztas az egész szamok korében al-
talaban nem végezhets el. Ez alatt azt értjik, hogy vannak olyan egészek (pl. a 12
és az 5) melyek hanyadosa nem egész szam. Viszont az osztasnak az a valtozata,

melyben maradék képzédését is megengedjiik, az egész szamokkal is elvégezhetd.

1.1. Tétel (Maradékos osztas tétele). Bdrmely a és b (b # 0) egészek esetén
egyértelmiden léteznek olyan q és r egészek, amelyekre a = bq + r teljesiil gy, hogy
0<r<|b.

A bizonyitas el6tt megjegyezziik, hogy a tételben szerepls a-t osztandonak, a
b-t osztonak, a g-t hanyadosnak, az r-et pedig maradéknak nevezziik. A maradékra
vonatkozo 0 < r < |b] feltétel az egyértelmiiség miatt sziikséges, nélkiile azt is joggal
mondhatnank, hogy ,ha a 20-at osztjuk maradékosan 7-tel, akkor az igy keletkezd
hényados 1, a maradék pedig 13”.

Bizonyitds. Tekintsiik az
o, a—(=2)b, a—(=1)b, a, a—b, a—2b, ...,

azaz az a — kb (k € Z) alaku egészeket. Ezek kozott biztosan van nemnegativ,
nemnegativ egészek kozott pedig van legkisebb: legyen ez r. Ekkor r = a — kb
valamely k egész esetén; legyen ¢ = k. Innen az a = bq + r egyenléség egyszert
atrendezéssel adodik. Megmutatjuk, hogy 0 < r < |b|. Valéban, ha nem igy volna,
akkor

r>r—|bl=a—qgb—1b >0

teljesiilne, mely ha b negativ, akkor az r > a — (¢ —1)b > 0, ellenkez6 esetben pedig
az r > a — (¢ + 1)b > 0 egyenlStlenséghez vezetne. Ez viszont ellentmond annak,
hogy a fenti egészek kozott a — gb volt a legkisebb nemnegativ.

Most tegytik fel, hogy q1, ¢, 71,72 olyan egészek, melyekre

a=bq +r1, 1< < |y,

és
a = bgy + 72, 1< ry < |b|

11



teljesiilnek. Az els§ egyenlGségbdl a mésodikat kivonva, atrendezés és b kiemelése
utén a

b(‘]l - 92) =Ty —T1

egyenlSséghez jutunk. Vegyiik mindkét oldal abszolut értékét (a bal oldalon 1évé
szorzatét tényezénkent):

1bllg1 — g2| = |r2 — 71].

Az 1y és ro-re vonatkozo feltevés miatt az egyenléség jobb oldala kisebb, mint |b].
A bal oldalra ugyanez csak akkor teljesiilhet, ha ¢; = ¢o. Ekkor viszont a bal oldal
0, igy a jobb oldalnak is annak kell lenni, tehat r; = ro, ami azt jelenti, hogy ¢ és

r egyértelmiien meghatéarozott. O

Az 1.5. 4bran néhany példat lathatunk maradékos osztasra.

’ osztando \ 0szt0 H hanyados \ maradék ‘

20 7 2 6
20 -7 -2 6
-20 7 -3 1
-20 -7 3 1
0 7 0 0
7 0 - -

1.5. dbra. Néhany példa maradékos osztasra

Megjegyezziik, hogy az r maradékra a 0 < r < |b| helyett més feltétel is adhato
gy, hogy a maradékos osztas egyértelmiisége nem sériil. A MAPLE rendszer pél-
déul a maradékra az |r| < [b] és 0 < a...r feltételeket szabja. Ezzel az osztassal
hogyan alakul az 1.5 tablazat utolso két oszlopa? Fennall igy is a hanyados és a
maradék egyértelmiisége? A kérdések megvélaszolasat az olvasora bizzuk.

Maradékos osztasok sorozatat alkalmazzuk akkor is, amikor egy egész szamot

valamilyen mas alapt szamrendszerbe konvertalunk at.

1.2.1. Oszthatosag

El6szor az oszthatosag fogalmat tisztazzuk. Legyenek a és b egész szamok. Azt,
hogy a b osztdja az a-nak (vagy méasképpen: a oszthatod b-vel, vagy: a tobbszorose
b-nek), ha van olyan c¢ szintén egész szam, hogy a = be. Jelolésben: a | b.

Az alabbi allitdsok a definicié egyszeri kovetkezményei.

1. A nullanak minden egész szdm osztoja.
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2. A nulla csak 6nmaganak osztoja.
3. A —1 és 1 szamok minden egész szamnak osztoi. Ezeket egységeknek nevezziik.
4. Haa|bésb]|a, akkor a = b vagy a = —b.

Az oszthatosag és az egész szamokon értelmezett Osszeadés és szorzas kozott a

kovetkezs kapcsolat all fenn.
5. Haa|bésalc, akkor a | (b+c).
6. Ha a | b és c| d, akkor ac | bd.

Példaként bebizonyitjuk az 5. allitast. Ha a | b és a | ¢, akkor az oszthatosag
definicioja szerint vannak olyan k és [ egész szamok, hogy b = ak és ¢ = al. Ekkor
b+ c=ak+al = a(k + 1), ahonnan, lévén k + [ egész, a | (b + ¢) kovetkezik. A
tobbi allitas is hasonlbéan igazolhato.

Most a legnagyobb koz6s oszto fogalmaval folytatjuk. A d egész szamot az a és
a b egészek kozos osztdjanak nevezziik, ha d az a-nak és a b-nek is osztdja. Konnyt
belatni, hogy ha a # 0 és d | a, akkor |d| < |a|, melybdl az kovetkezik, hogy minden
nullatél kiillonbo6z6 egésznek csak véges sok osztdja lehet. Tehat ha a és b olyan
egészek, melyek koziil legalabb az egyik nem nulla, akkor véges sok kézos osztdjuk
van, igy ezek kozott van egy legnagyobb. Ennek ellenére a legnagyobb kozos osztd
fogalmat masképp definidljuk: az a és b legnagyobb kizds osztdja alatt a és b azon
koz0s osztojat értjiik, mely minden kozos osztonak tobbszordse. Példaul a 28 és a
12 k6z0s oszt6i a +1, +2, +4 szamok, koziiliik a —4 és 4 azok, melyek mindegyik
tobbszorosei, tehat ezek a legnagyobb koézos osztok.

Elgszor belatjuk, hogy ha az a és b egészeknek 1étezik legnagyobb kozos osztoja,
akkor az elgjeltdl eltekintve egyértelmd. Ugyanis ha d; és ds is legnagyobb k6zos
oszto, akkor egyrészt dy | do, méasrészt pedig do | d1; azaz dq = da vagy di = —ds.
Maésrészt, ha d az a és b egészek legnagyobb kozos osztdja, akkor —d is az. Ezek
koziil a nemnegativat Inko(a, b) fogja jelolni. Tehat Inko(28,12) = 4.

Most megmutatjuk, hogy barmely két egésznek létezik legnagyobb kozos osz-
toja, és egyuttal azt is, hogy az hogyan hatarozhaté meg. Legyenek a és b egész
szamok, és legyen b # 0. Ha b | a, akkor nyilvanvalo, hogy lnko(a, b) = b. Ellenkezd

esetben a maradékos osztas tétele szerint a felirhato

a="bq +m (1.3)
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alakban, ahol 0 < r; < |b|. Folytassuk a maradékos osztast ugy, hogy a kovetkezs

lépésben mindig az el6z6 1épés osztojat osztjuk az ott keletkezett maradékkal:

b=r1q2 + 12, (1.4)
1 =T2G3 + T3, (1.5)
ahol |b] > r1 > rg > r3 > --- = 0. Mivel a keletkez6 maradékok csokkennek,

elébb-utobb el kell, hogy érjék a nullat:

Tn—2 = n—1qn + Tn, (16)

Tn—1 = TnGn+1 + 0. (17)

Ezt az eljarast nevezziik az a és b egészeken végrehajtott euklideszi algoritmusnak,

az r, egész szamot pedig az euklideszi algoritmus utolsé zérustol kilonbozé mara-
dékdanak. Azt allitjuk, hogy r, legnagyobb k6z0s osztdja a-nak és b-nek. Valoban,
z (1.3)-(1.7) egyenldségeken visszafelé haladva lathato, hogy

rn|rn717 'rn|{rn72a ) Tn|T1, rn|b7 ’rn|aa

tehat r, kozos osztdja a-nak és b-nek. De ha d is kozos osztd, akkor ugyanazon
egyenldségek fentrdl lefelé valo bejarasaval kapjuk, hogy d | ry,, vagyis r,, valoban
legnagyobb k6z6s 0szt6.

Példaként végrehajtjuk az euklideszi algoritmust az a = 34 és b = 12 szdmokkal:

34=12-24+10
12=10-1+2
10=2-540,

ahol az utols6 zérustol kiilonb6z6 maradék 2, és ez pontosan Inko(34,12).

A legnagyobb ko6z6s osztd fogalmanak hi tarsa a legkisebb k6zos tObbszoros
fogalma. Az a és b egészek legkisebb kozos tobbszordsén azt az m egész szamot
értjiik, amely egyrészt kozds tobbszirdse a-nak és b-nek, azaz a | m és b | m,
méasrészt a és b minden kézos tObbszorosének osztdja, azaz ha a | m’ és b | m/,
akkor m | m/. Ez utobbi tulajdonsag a ,legkisebb” jelzs egyfajta megkeriilése.

Belathato, hogy barmely két egész szdmnak létezik legkisebb kozos tobbszorose,
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mely elGjeltdl eltekintve egyértelmi. Az a és b legkisebb kozos tobbszorosei koziil
a pozitivat lkkt(a,b) fogja jelolni. A legnagyobb kozos oszté és a legkisebb kozos

tObbszoros kozotti dsszefliggés az
Ikkt(a,d) - Inko(a, b) = ab

képlettel irhato le. Innen példaul

4.12 4.12
kkt(34,12) = —° _3

= = = 204.
Inko(34, 12) 2

1.2.2. Primszamok

Korabbi tanulmanyainkbol ismert, hogy primszimoknak azokat az egész szamokat
nevezziik, melyeknek pontosan két pozitiv osztdjuk van. Ez a két oszt6 nyilvan az
1 és a szébanforgd szam abszolut értéke lehet. Definicié szerint a —1,0, 1 szamok
egyike sem prim, hiszen a 0-nak végtelen sok, mig a masik kettének pedig csak
egyetlen pozitiv osztdja van. A kivetkezd allitasok azt mutatjak, hogy a primszé-

mokat tobbféleképpen is lehet jellemezni.

1. Egy 0-tol és +1-t6l kiilonbo6z6 egész szam pontosan akkor prim, ha csak agy

bonthato fel két egész szam szorzatara, hogy az egyik tényezé —1 vagy 1.

2. Egy 0-t6] és +1-t61 kiilonb6z6 egész szam pontosan akkor prim, ha p | ab-bol
p | a vagy p | b kovetkezik.

A 2. allitas ugy is megfogalmazhato, hogy egy primszam csak tugy lehet osztoja egy
szorzatnak, ha a szorzat valamelyik tényezGjének osztoja. Példaval illusztralva, a 6
nem prim, ugyanis 6 | 2- 15 teljesiil, de a 6 sem a 2-nek, sem a 15-nek nem osztoja.

A kovetkezs tétel arra utal, hogy a primszamok bizonyos értelemben az egész

szamok épitékoveinek tekinthetsk.

1.2. Tétel (A szamelmélet alaptétele). Minden 0-tol és £1-tdl kilonbozd egész
szdm sorrendtdl és eldjelektdl eltekintve egyértelmiien felirhatd véges sok primszdm
szorzataként. (Jelen esetben az egytényezds szorzat is megengedett, és az magdt az

egész szamot jelenti.)

A tételben mondottak értelmében a 10-nek a (—2)-(—5),2-5,5-2 és (—5)-(—2)

felbontasai k6zt nem tesziink kiillénbséget.
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Bizonyitds. A tételt el6szor természetes szamokra bizonyitjuk: megmutatjuk, hogy
minden egynél nagyobb természetes szam sorrendtdl eltekintve egyértelmiien felir-
hato véges sok pozitiv primszam szorzataként. A felbonthatosagot teljes indukcidval
igazoljuk. Az els6 eset, ami szoba johet az n = 2. Mivel a 2 prim, igy az egyténye-
z0s szorzatra tett engedménynek megfelelGen a tétel igaz ebben az esetben. Most
tegyiik fel, hogy az allitas 2-t6l kezd&dGen valamely k-val bezardlag minden ter-
mészetes szamra teljesiil. Megmutatjuk, hogy a tétel k + 1-re is igaz. Ez nyilvan
igy van, ha k 4+ 1 prim. Ha nem, 1éteznek olyan ki és ko természetes szamok, hogy
k+1=kiko, 2 < ki <k és2 < ky < k. Az indukcids feltevés szerint ki és ko
primszamok szorzatara bonthato, de ekkor nyilvan k + 1 is.

Az egyértelmiiség bizonyitasa pedig indirekt médon torténik: feltessziik, hogy

valamely n > 1 természetes szdm kétféleképpen is primszamok szorzatéra bonthato:

n=pip2-Pk = Qg2 G, (1.8)

és tegyiik fel, hogy k < t. Ekkor p; | ¢1¢2 - - - ¢, és mivel p; prim, igy p; osztoja a
q192 - - - q; szorzat valamely tényezGjének; legyen ez mondjuk q;. Mivel ¢ is prim,
igy p1 = q1, és (1.8)-bol

P2 Pk =42 "4t

kovetkezik. Hasonloan lathatjuk be, hogy ps = g2, p3 = g3, ..., Pk = qk, és igy az

1=qri1qrs2 @

egyenl@séghez jutunk. Mivel az 1 nem lehet primek szorzata, ezért a jobb oldalon
maradt primek ,nem létezhetnek”, tehat csak k = t teljesiilhet. Ez viszont azt
jelenti, hogy nincs két kiilonb6zé primfelbontés.

Adodsak vagyunk még azzal az esettel, amikor n egy —1-nél kisebb egész szam.
Ez esetben —n 1-nél nagyobb természetes szam, igy a fent bizonyitottak szerint
—n véges sok pozitiv prim szorzatara bonthatdé: —n = pips---pg. Innen n =
= (—p1)p2 - - pr egy lehetséges primfelbontas. Tovabbé, ha n-nek lenne két olyan
primtényezss felbontasa, amely nem csak a primek sorrendjében és azok elGjelében
kiilonbozne, akkor —n-nek is lenne két, nem csupan a primek sorrendjében eltérd

felbontasa, ami ellentmond a fentieknek. O
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Han > 1 és az n = p1ps - - - pi felbontasban az azonos primtényezdéket hatviny

alakban irjuk fel, akkor az n természetes szam

_ « a9 (679
n_p11p2 ...pr7

alakban is frhato, ahol py, po, ..., p, kiillonb6z6 primszamok és aq, as, . . ., a, pedig
pozitiv egész szamok. Ezt szokas az n kanonikus alakjinak nevezni.

Nyilvanvalo, hogy ha n = p{*p5? - - - p@r és d | n, akkor d kanonikus alakja
d=p{"ps?---p}r,

ahol 0 < 1 < a1, 0 €< B2 < as,..., 0 < B, < a,. Méas szoval, d kanonikus
alakjaban csak olyan primek lehetnek jelen, melyek n kanonikus alakjaban is jelen
vannak, és legfeljebb akkora kitevén. Az allitas megforditasa is igaz: minden ilyen
kanonikus alakd természetes szdm osztoja n-nek. Ezek kovetkezménye, hogy ha n
és m egynél nagyobb egészek, akkor Inko(n, m) megkaphato tgy, hogy vessziik n és
m kanonikus alakjaibél a kézos primtényezdket az el6forduld kisebbik hatvanyon,
majd azokat Osszeszorozzuk. Igy példaul 56 = 2% -7 és 140 = 22 -5 -7, ezért
Inko(56, 140) = 22 - 7=28.

A szamelmélet alaptételbdl az is kovetkezik, hogy egy 0-t6l és £1-t61 kiilonbozs
egész szam mindig oszthaté valamely primszammal.

Ha mar a primek ilyen fontos szerephez jutottak, nézziink még néhany veliik
kapcsolatos allitast. Elgszor megmutatjuk, hogy végtelen sok primszam van. Valo-
ban, ha csak véges sok lenne, és mondjuk p1,po,...,p, lennének az Gsszes, akkor
nézziik meg mit mondhatunk az N = p1ps---p, + 1 egész szamrol. Egy biztos: a
szamelmeélet alaptétele szerint NV primek szorzatara bonthat6. Ebben a felbontésban
viszont biztosan nem szerepel a felsorolt primek egyike sem, hiszen N barmelyikkel
osztva egyet ad maradékul, ami ellentmond annak, hogy p1,po,...,p, tényleg az
Osszes prim.

Ha az n > 1 egész szamrol el szeretnénk donteni, hogy prim-e vagy sem, elég
azt megnézni, hogy van-e 1-t6l és énmagatol kiillonb6z6 pozitiv osztoja. Legyen az
n legkisebb pozitiv osztdja p. Ekkor n = pc valamely ¢ egészre. Mivel c is osztdja
n-nek, igy ¢ = p, és n = pc > pp = p*. Innen p < y/n adodik, ami azt jelenti, hogy
az n > 1 egész szam legkisebb egytdl kiilonboz6 pozitiv osztoja nem lehet nagyobb
\/n-nél.

Példaul ahhoz, hogy az 1007-r6l megallapitsuk, hogy prim-e vagy sem, elegendd
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V1007 ~ 31,73-ig osztokat keresni. S6t, az osztok keresését elég a primek korében
elvégezni, igy csupan a 3,5,7,11,13,17,19, 23,29 és 31 szamokkal vald oszthatosa-
got kell vizsgalni. Ezeket sorban ellenérizve kideriil, hogy a 19 osztéja az 1007-nek,
igy az 1007 nem lehet prim.

Végiil egy algoritmust mutatunk arra, hogyan &llithatjuk el6 adott n pozitiv

egész szamig az Osszes primeket. Irjuk fel az egész szamokat 2-t8l n-ig:
2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15, ..., n.
Ezen szamok koziil az elsét bekeretezziik, majd a t6bbszoroseit kihizzuk:

’ 3’%) 57%7 7’X7 97)@ 117){’ 137)(’ 15’ AR

A listan 1év§ elss olyan szamot mely még sem bekeretezve, sem kihiizva nincsen,
jelen esetben a 3-at, bekeretezziik, majd kihtizzuk a tobbszoroseit (amelyiket mar

korabban athuztuk, azt nem kell még egyszer):

[2],[3], 5,8, 7, X, 5, 60 11,32, 13, H 35, ...

A modszer ugyanigy folytatodik: az els§ 4t nem huzott és még be nem keretezett
szamot bekeretezziik, a tobbszordseit pedig kihtzzuk. A bekeretezett szamokrol el-
mondhato, hogy nem oszthatok egyetlen néla kisebb, egynél nagyobb szadmmal sem,
tehat primek. Amiket kihtztunk, pedig a tobbszorosei valamelyik bekeretezettnek,
igy azok nem lehetnek primek. Ezt az algoritmust nevezziik az eratosztheneszi szita
modszerének. Az el6zéekben elmondottakbol az is kovetkezik, hogy ha /n-ig mar
az Osszes primeket bekereteztiik, akkor az eredeti lista minden olyan eleme, ami

még nincs athuzva prim lesz.

1.3. A racionalis szamok

Jollehet az egész szamokrol sokmindent elmondtunk, de még olyan egyszeri egyen-
letet, mint a 2x — 1 = 0 sem lehet koriilkben megoldani. Vilagos, hiszen ide olyan
szam kellene, melyet 2-vel megszorozva egyet kapunk, de ilyen egész szam nem léte-
zik. Ismét épitkezniink kell, az eddig feldllitott szabélyainkat betartva. Az ¢ alaki
szimbolumokat, ahol a és b egész szamok, és b # 0, torteknek nevezziik. Tovabba

a-t a tort szdmldldjanak, mig b-t a tort nevezdjének mondjuk. Az § és ¢ torteket
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1.6. Abra. A primek listaja 100-ig

egyenlGeknek tekintjiik, ha ad = bc. Ily modon

1
2
Kovetkezik tovabba az is, hogy egy tort szamlalojat és nevezGjét ugyanazzal a
nullatol kiilonb6z6 egész szammal osztva vagy szorozva vele egyenld tortet kapunk.
Amennyiben egy tort szamlalojanak és nevezGjének a legnagyobb kiézos osztdja
1, akkor a tortet redukdlt tértnek nevezziik. Minden toértnek pontosan egy olyan
redukalt alakja van, ahol a nevez§ pozitiv. Az Osszes tortek halmazat raciondlis
szamok halmazdnak nevezziik, melynek jelolésére a Q bettit hasznaljuk.

A racionalis szamokon az Osszeadast és a szorzast a kovetkezSképpen értelmez-

zuk:
a c ad + be
bTdT T bd
a ¢ _ac
b d  bd

Megjegyezziik, hogy az elsé formuldban az egyenlGség bal és jobb oldalain 1évs +
jel nem ugyanaz. A bal oldalon a + a racionéalis szdmok Osszeadasat jelenti, melyrdl
éppen ezzel a formulaval akarjuk elmondani, hogy mit is értiink alatta, mig a jobb
oldalon all6 + egy tort szamlalojaban van, igy az az egész szdmok Osszeadasat jel-

képezi, amit mar korabbrol ismeriink. A mésodik formuladban a szorzéassal ugyanez
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a helyzet.

Természetesen azt szeretnénk, ha ezek a miiveletek rendelkeznének mindazon
tulajdonsagokkal, amit eddig t6liikk megszoktunk: az Osszeadés is és a szorzas is
legyen kommutativ és asszociativ. Konnytd latni, hogy ezek mind teljesiilnek, pél-

daként az Osszeadds asszociativitasat nézziik meg:

a ¢ _ad+bc e (ad+be)f + (bd)e

(5+2) 7T T (bd)f -
_adf +bef + bde
- bf

és

a c e\ _a cf+de a(df)+blcf+de)

b+<d+f)_b+ i b
_adf +bef + bde
==

Mindkét egyenlGség ugyanahhoz a formulahoz vezetett, igy a bal oldalon 1év§ for-
mulak is egyenlSk kell legyenek, tehat a tortek Osszeadasa valdéban asszociativ.
Vegyiik észre, hogy menet kozben a szadmlaloban az egész szamok kozotti Osszeadas
és szorzas szinte minden korabban emlitett tulajdonsagat kihasznaltuk.
Hasonloan igazolhatjuk azt is, hogy a szorzas az 0sszeadasra nézve disztributiv.
De hogyan lesz a racionalis szamok halmaza az egész szamok halmazanak b&vi-
tése? Hogyan érhetsk tetten az egész szamok a racionélis szamok kozott? A valasz
egyszeri: az a egész szdimnak megfeleltetjiik az ¢ tortet. Ez egy kdlcsondsen egy-

értelmi hozzéarendelés az egész szdmok halmaza és a racionélis szdmok

(210c2)

részhalmaza kozott. Tovabba, ha az a és b egész szamok helyett a nekik megfeleld

T és % racionélis szamokat adjuk illetve szorozzuk Gssze, akkor Gsszeg és a szorzat

‘IT“’ és “Tb lesz, melyek pontosan az a + b, illetve ab egész szdmoknak felelnek meg.
Ez azt jelenti, hogy ha egész szamokat ,racionalis szamokként” adunk, illetve szor-
zunk Ossze, az eredmény ugyanaz lesz, mintha egész szdmokként tettiik volna velitk
ugyanezt. Mindezek alapjan megallapodunk abban, hogy az § tort helyett ezentil
egyszertien a-t is frhatunk.

Az is igaz, hogy a 0 (azaz a % tort) olyan racionélis szam, melyet barmelyik

masikhoz hozzdadva, az a mésik nem véltozik. Tovabba, az { raciondlis szdmhoz
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=*-t hozzaadva az Gsszeg 0 lesz, igy minden raciondlis szdmnak van ellentettje. Az
ellentett létezése a kivonés lehet&ségét kinalja, a kivonas ugyanis nem mas, mint az
ellentett hozzdadasa. Konnyd latni, hogy az % tortet barmely torttel megszorozva
ez utobbi nem valtozik, tehat az 1 a racionalis szamok korében a szorzésra nézve
pontosan ugy viselkedik, mint az egész szamok koérében. De mig az egészek korében
az 1 csak Oonmagéval és —1-gyel volt oszthatd, az %—et minden %—tfﬂ kiilonbo6z6
tort osztja, vagyis minden § # 0 torthéz van olyan tort, nevezetesen a g, hogy
a kett$ szorzata éppen 1-gyel egyenls. A g tortet az { reciprokdnak mondjuk.
Ha osztasnak a reciprokkal valo szorzast tekintjiik, akkor megallapithatjuk, hogy
barmely racionalis szamot barmely nullatol kiilonb6z6 racionélis szammal el lehet
osztani, és az eredmény is racionalis szam lesz.

Megallapithato tehat, hogy a racionélis szamok koérében az Gsszeadéas, a kivonas
és a szorzéas korlatlanul elvégezhet6, s6t az osztas is azzal a megkotéssel, hogy a
nullaval valé osztast nem értelmezziik.

Végiil a racionélis szamoknak egy tjabb, az egész szamokétodl eltérs tulajdon-
sagara hivjuk fel a figyelmet: barmely két kiilonb6z6 racionélis szam k6zott van
tovabbi racionélis szam. Valoban, legyenek ¢ és § raciondlis szdmok, és tegyiik fel,
hogy 7 < 5. Ekkor a szdmtani kozepiik

$+3q ad+bc

2 2bd

is racionéalis szdm, tovabbé
a ad+bc c

b S “2d d

A racionalis szamoknak ez a tulajdonsaga azt jelenti, hogy a racionalis szdmok

ool —®
RN
0l w®
o —~®
ol ®
ol e®
ool ~®

1.7. dbra. A [0;1] intervallum felezésével, majd a keletkezett
intervallumok tovabb felezésével kapott felez6pontok ,latszo-
lag lefedik” az intervallumot

strin helyezkednek el a szdmegyenesen, azaz a szamegyenes barmely pontjanak
barmely kornyezetében van raciondlis szdm. De ebbdl még nem kovetkezik, hogy
a szamegyenes minden pontja racionalis szamnak felel meg. Kozépiskolai tanulmé-
nyainkbél ismert, hogy példaul az egységnégyzet atléjanak hosszdhoz tartozo szam

nem lesz racionalis.
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1.4. A valos szamok

Az egyenletek megoldhatdsagira visszatérve megallapithatjuk, hogy az ax +b =0
alaki egyenletek, ahol a és b racionalis szamok, és a # 0 mind megoldhatok a racio-
nalis szamok korében, és az egyetlen megoldés z = fg. Maés a helyzet akkor, ha az
egyenletben mar az x ismeretlen négyzete is megjelenik: az 2 — 2 = 0 egyenletnek
mar nincs megoldasa a racionalis szamok kérében. A szamegyenes minden nem ra-
cionélis szdmot reprezentalé pontjahoz rendeljiik hozza annak a 0-t6l valo (elgjellel
ellatott) tavolsagat, és ezekkel az tigynevezett irracionalis szamokkal egészitsiik ki a
racionélis szamok halmazat. Szemléletesen igy jutunk el a valds szdmok halmazdig,
melyben a fenti egyenletnek mar két megoldasa is van: v/2 és —v/2. A valos szé-
mok halmazéaban a négy alapmiivelet korlatlanul elvégezhetd (a nullaval valo osztas
kivételével), és minden nemnegativ szamboél tudunk négyzetgyokot vonni. Negativ
szamoknak azonban nem létezik valés négyzetgydke, igy példaul az 22 +1 = 0

egyenlet megoldasa még a valds szdmok koérében sem lehetséges.

R

ay A,
0 r

1.8. &bra. A valos szamok és a szamegyenes pontjai kozott
kolcsonosen egyértelmd leképezés 1étesithets

1.5. Feladatok

1.1. Feladat. Igazolja, hogy

a) az els§ n pozitiv egész Osszege %;

b) az elsé n paratlan természetes szam Gsszege n?;

¢) az els§ n pozitiv egész kobeinek az Osszege

(tes2)

22



1.2. Feladat. Igazolja, hogy

(141) <1+;> (1+;>~-~<1+i>=n+1

minden n > 1 természetes szamral!

1.3. Feladat. Elevenitse fel a Kalkulusbdl ismert rendezési relacié fogalmat, majd

igazolja, hogy az egész szamok halmazén az oszthatosig rendezési relacio!

1.4. Feladat. Végezze el a maradékos osztast az Osszes lehetséges modon a £82

és +18 egészeken!
1.5. Feladat. Mivel egyenlgk Inko(0,0) és 1kkt(0,0)?

1.6. Feladat. Hajtsa végre az euklideszi algoritmust az a = 68 és b = 44 szamokon,

majd allapitsa meg a és b legnagyobb koz0s osztoit, és legkisebb kozos tobbszoroseit!
1.7. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy
11 ] (62" +3™+2 4 3™)!

1.8. Feladat. Egy természetes szidm pozitiv osztoéinak szama mikor lesz paros,

illetve paratlan?

1.9. Feladat. Két pozitiv primszam kiilonbsége 2001. Hany pozitiv osztoja van a

két prim Osszegének?
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2. Komplex szamok

Célunk egy olyan (szam)halmaz felépitése, amely eleget tesz a kovetkezs kivanal-

maknak:

— elvégezhets benne a négy alapmitivelet a ,megszokott” miveleti tulajdonsa-
gokkal;

— tartalmazza a valos szamok halmazat oly médon, hogy az alapmiiveletek a

valos szamokon gy ,miikddjenek”, ahogy azt megszoktuk;
— korlatlanul lehessen benne gyokot vonni.

Mivel a valos szamok és a szamegyenes pontjai kozott kolesonosen egyértelmii le-
képezés létesithets, a szamfogalom tovabbi bévitése egy dimenzidoban mar nem

lehetséges.

2.1. Miiveletek a sik pontjain

Tekintsiik a stk pontjainak R?> = R x R = {(a,b) : a,b € R} halmazit, és

definialjuk rajta az Osszeadast és a szorzast a kovetkezGképpen:
(a,b) + (¢,d) = (a+ ¢, b+ d), és (a,b) - (¢,d) = (ac — bd, ad + bc).

Ez az 0sszeadas és szorzas mindig elvégezhets, tehat a sik barmely két pontjanak
Osszege és szorzata is a sik valamely pontja lesz. Mindkét mivelet kommutativ és

asszociativ, azaz barmely u, v, w € R? esetén teljesiilnek az alabbi egyenlGségek:

u+v=v+u és U-V=0-Uu

(u+v)+w=u+ (v+w) és (u-v) - w=u-(v-w).

Az Gsszeadas ezen tulajdonsagait a valos szamoktol 6rokli, hiszen a pontok Ossze-
adasakor tulajdonképpen valos szamokat adunk Ossze, koordindtanként. A szorzas
asszociativ tulajdonsagat bebizonyitjuk, mely utan a kommutativitas ellendrzése
mar nem jelenthet gondot. Legyen u = (a,b),v = (¢,d) és w = (e, f). Kiszamitva a
(u-v)-wésu-(v-w) szorzatokat (és felhasznalva, hogy a valos szamok Osszeadasa

kommutativ) lathatjuk, hogy mindkett§ ugyanazt a pontot adja eredményiil:

(u-v) w= ((a,b) . (c,d)) (e, f) = (ac — bd,ad + be) - (e, f) =
= ((ac — bd)e — (ad + be) f, (ac — bd) f + (ad + bc)e) =
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= (ace — bde — adf — bef,acf — bdf + ade + bee)
és

w0 w) = (@,8) - ((ed) - (e 1) = (a,8) - (ce — df,ef +de) =
= (a(ce — df) — b(cf + de),a(cf + de) + b(ce — df)) =
= (ace — adf — bef — bde, acf + ade + bee — bdf).

Ervényes tovabba a zarojel-felbontasi szabaly, vagyis a szorzas az Osszeadésra nézve
disztributiv: (v 4+ v) - w = u - w + v - w teljesiil barmely u, v és w pontokra. Ennek
ellendrzése az olvaso feladata.

Az orig6 olyan pont, melyet barmely masik ponthoz hozzdadva az a masik pont
nem valtozik, ez lesz az ugynevezett zéruselem. Tovabba, barmely (a,b) ponthoz
talalhato olyan pont, nevezetesen a (—a, —b) pont, mellyel ésszeadva az eredmény
éppen a zéruselem, més szoéval, minden pontnak van ellentettje. Ennek koszonhets-
en a kivonas, mint az ellentett hozzaadésa, a sik pontjain korlatlanul elvégezhetd.
Az (1,0) pont olyan tulajdonsaga, hogy barmely (a,b) pontot vele megszorozva
az eredmény (a,b) lesz, ez az tgynevezett egységelem. Most pedig megmutatjuk,
hogy minden (a, b) origotol kiilonbo6z8 pontnak van reciproka, azaz van olyan (z,y)
pont, mellyel (a, b)-t megszorozva eredményiil az (1,0) pontot kapjuk. Valoban, az
(a,b) - (z,y) = (1,0) egyenlSségbdl a szorzast elvégezve (ax — by, ay + bx) = (1,0)
adodik. Két rendezett elempar pontosan akkor egyenld, ha megfelel6 komponensei

megegyeznek. Innen az

ar —by =1
(2.1)
ay+br=0

egyenletrendszert nyerjiik, melynek megoldasa konnyedén leolvashaté, ha a vagy b
egyike nulla. Ellenkez§ esetben az els§ egyenletet a-val, a masodikat b-vel szorozva
kapjuk, hogy

a’z —aby =a

aby + b’z = 0,

majd a két egyenletet Ssszeadva az a?x +b*x = a egyenlethez jutunk. Innen kapjuk,
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hogy
B a

a2 4b2°
Ha (2.1)-ben a szorzast forditott szereposztassal végezziik el, azaz az elss egyenletet
szorozzuk b-vel, a masodikat a-val, majd a két egyenletet egymasbdl kivonjuk, azt

kapjuk, hogy
—b

vy= a? + b2’

Osszegezve, az (a,b) origotol kiilonbozs pont reciproka

- a =b
(a,b)  \a2+b2"a2+02)"

A reciprok létezése az osztas elvégezhetGségét jelenti. Az elsé kivanalom tehéat ma-
radéktalanul teljesiil.

A rendezett valés szampéarok R? halmazat a fent definialt 6sszeadassal és szor-
zassal ellatva a komplex szdmok halmazanak nevezziik és jelolésére a C szimbodlu-
mot hasznéljuk. A z = (a,b) komplex szam els6 komponensét a z valds részének,
masodik komponensét pedig a képzetes részének nevezziik. Jelolés: Re(z) = a és
Im(z) =b.

Tekintsiik a komplex szamok halmazanak az R = {(a,0) : a € R} részhalmazat.

Két R-beli elem 0Osszege és szorzata szintén eleme R-nek:

Az elsé komponenseket nézve (melyek nyilvan valés szamok) megallapithatjuk,
hogy R-ben a miiveletek tugy ,miikddnek” ahogy azt a valos szamok korében meg-
szoktuk. Tovabba, az f: R — R, f(z) = (z,0) fiiggvény kolcsonosen egyértelm
leképezés a valés szamok és az R halmaz elemei kozott, tehat R elemei azonositha-
tok a valés szamokkal.

A harmadik kivanalmunk teljesiilésének igazolasa kés6ébb fog megtorténni, elol-
jaroban annyit elarulhatunk, hogy példaul az egységelem ellentettje, mely a (—1,0)

komplex szam (amit az imént éppen a —1-gyel azonositottunk), ,négyzetszam” lesz:
(0,1)-(0,1) = (—1,0).

Jeloljiik ezt a (0, 1) komplex szamot i-vel, tovabba — a fentebb emlitett bedgyazas

altal motivalva — az (a,0) alakd komplex szamot egyszertien csak a-val. Ekkor az
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2.1. abra. Szamhalmazok

(a,b) komplex szam felirasa az
((L, b) = (aa O) + (Oa b) = (av 0) + (bv 0) ’ (Oa 1)

felbontas miatt a 4+ bi alakban is lehetséges, melyet a komplex szam algebrai alak-

janak neveziink.

2.2. Miiveletek algebrai alakban adott komplex szamokkal

Algebrai alakban felirt komplex szamokkal az Osszeadast, a kivonast és a szorzast
agy kell elvégezni, mint altalaban a tobbtagu kifejezésekkel, emlékezetben tartva,
hogy 2 = —1:

(a+bi)+(c+di)=(a+c)E(b+d)i

és

(a4 bi) - (¢ + di) = ac + adi + bei + bdi* = ac + adi + bei — bd =
= (ac — bd) + (ad + be)i.

A szemléletesség kedvéért alljon itt néhany példa:

(—14+1i)+ (3—29)

(=1+41) — (3 —20)

(—=1+d)-(3—2i)=-3+2i+3i —2i>=-3+5i+2=—1+5i,
(=5 —3i) - 2i = —10i — 6i® = 6 — 104.

2 —1,

—4 + 3i,
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Miel6tt ratérnénk az osztasra, megjegyezziik, hogy a z = a + bi komplex szam
konjugdltjdn a Z = a — bi komplex szdmot értjlik. Eszerint 1 +¢=1—14, 3 — 21 =
=3+ 2i, 2,45 = 2,45, —4i = 4i. Kénnyen ellendrizhets, hogy tetszéleges z és w

komplex szamok esetén:

Z = z akkor és csak akkor, ha z valds szam;

z+Z =2Re(z);
ha z = a + bi, akkor z - Z = a? + b

Most hatérozzuk meg az a + bi és a nullatol kilénbo6z6 ¢ + di komplex szamok
hanyadosat. Az alapgondolat az, hogy egy tort szamlalojat és nevezGjét a nevezd
konjugaltjaval szorozva megszabadulhatunk a nevezében 1év§ komplex szamtol ugy,

hogy a tort értéke nem valtozik:

a+bi a+bi c—di ac+bd+ (be—ad)i ac+bd be—ad,

c+di c+di c—di c? + d? _C2+d2+62+d21.

Nézziik meg ugyanezt konkrét komplex szamokkal, majd az eredményt vessiik Gssze
a szorzasnal latott példakkal:
—1+5i —1+5i 342 —13+13¢

3-2  3-2i 3+2i 13 T

6-10i _6-10i 2 -20-12 .
% 2 -2 4 v

Hatvanyozashoz és gydkvonashoz azonban az algebrai alak csak nehézkesen hasz-

nalhato.

2.3. Komplex szamok trigonometrikus alakja

Vilagos, hogy az (a,b), vagy ha ugy tetszik, a + bi komplex szam egy derékszogd
koordinata-rendszer rogzitése utan jellemezhetd az (a,b) pont origotol vald téavol-
sagaval, és azzal a « szoggel, mellyel a vizszintes tengely pozitiv felét az origd koriil

pozitiv (az 6ramutato jardsaval ellentétes) iranyba el kell forgatni ahhoz, hogy az
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athaladjon az (a,b) ponton. Ezt az a szoget nevezziik a komplex szam argumentu-
mdnak. Példaul, az 1 4 4 komplex szdm argumentuma 45°, az 1 — ¢ komplex szamé
pedig 315°. Altalaban véve, az argumentum meghatarozasahoz a tg a = g egyenlet
megoldasa elégséges, feltéve, hogy a # 0. Ne feledjiik, hogy a tangens fiiggvény pe-
riodusa 180°, igy az egyenletnek végtelen sok megoldéasa van; ebbdl az argumentum
kivalasztasahoz elég megnézni, hogy a szobanforgd komplex szam melyik siknegyed-
ben van. Ha van elég batorsagunk radianban szamolni, akkor az argumentumot a

A z=a+bi
Y

«

(0] a x

2.2. dbra. Komplex szam abrazolasa a sikon

tangens fiiggvény inverzének segitségével a kivetkezGképpen hatérozhatjuk meg:

arctg(b/a) haa >0ésb>0;
27 4 arctg(b/a) haa>0ésb<0;
arg(z) = { 7/2 haa=0ésb>0;
3m/2 haa=0¢ésb<0;

m+ arctg(b/a) haa <O0.

Az (a,b) komplex szam origotol valo tavolsaga a Pitagorasz-tétel alapjan v a2 + b?;
ezt a nemnegativ valés szamot nevezziik a komplex szam abszolit értékének. Ez a
fogalom is szinkronban van a valés szamok korébdl ismert abszolut értékkel, és

minden z,w € C esetén igazak az aldbbi tulajdonsagok:

Vilagos, hogy két, nullatél kiilonbo6z6, abszolat értékével és argumentumaval adott
komplex szam pontosan akkor egyenls, ha az abszolat értékeik megegyeznek, argu-
mentumaik kiilonbsége pedig 360° valamely egész szami tSbbszorése. Tovabbé, ha

adott a z = a + bi # 0 komplex szam origdtol valod r tavolsaga, és o argumentuma,
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224

2.3. abra. Az arctg fiiggvény grafja

akkor a 2.2. 4bra szerint a = r cosa és b = rsin «, ezért
z=a+bi=rcosa+ (rsina)i =r(cosa+ isina).

Az egyenlGség jobb oldalan 1év6 formuléat a z komplex szam trigonometrikus alak-
janak nevezziik. A 0 komplex szdmhoz nem rendeliink trigonometrikus alakot.

Példaként irjuk fel a z = 1+ ¢ komplex szamot trigonometrikus alakban. Ekkor
r = |z] = V12 + 12 = /2, az argumentum pedig a komplex szamot a sikon abréazol-
va konnyen le is olvashato: o = 45°. A trigonometrikus alak tehat z = v/2(cos 45° +
+isin45°). Legyen most z = —/3+i. Ekkor r = [2| = 1/ (V3)2 + 12 = V4 = 2. Az
argumentum meghatéarozasa pedig a tga = —% egyenlet megoldéséaval lehetséges.
Innen kapjuk, hogy o = —30° + k - 180°, ahol k tesz6leges egész. Tekintettel arra,
hogy z most a masodik siknegyedben van, igy 90° < a < 180°, tehat o = 150° és
z trigonometrikus alakja: z = 2(cos 150° + 4 sin 150°).

2.4. Miveletek trigonometrikus alakban adott komplex sza-
mokkal

A komplex szamok trigonometrikus alakjanak jelent&sége abban rejlik, hogy ilyen
alakban adott komplex szamokkal bizonyos miiveletek sokkal hatékonyabban végez-
hetdk el. Legyenek z = r(cosa + isina) és w = s(cos 8 + isin 8) trigonometrikus

alakban adott komplex szamok. A

sin(a 4+ ) = sinacos § + cos asin 8
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2.4. dbra. Az f: R? — [0,27[, f(a,b) = arg(a+ bi) fiiggvény
altal leirt feliilet

A
z=—V3+i

a = 150°

\j

2.5. abra. A z = —/3 + i komplex szdm argumentuma

és

cos(a+ B) = cosacos B — sin asin 3

addicios képletek felidézése utan konnyen ellendrizhetd, hogy
z-w = rs(cos(a + B) + isin(a + B)),

azaz trigonometrikus alakban adott komplex szamok szorzasakor az abszolut érté-
kek Gsszeszorzodnak, mig az argumentumok sszeaddédnak. Lévén a pozitiv egész

kitevére torténd hatvanyozas ismételt szorzas, a z = r(cos a+isin ) komplex szam
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n-edik hatvanya, ahol n pozitiv egész,

Z=r-r-..r(cos(atat--Fa)tisinfa+at---+a))=
— —— ——
n db n db n db

= r"(cos na + isinna).

Ezt a formulat Moivre-képletnek nevezziik, jelentése pedig az, hogy trigonometri-
kus alakban adott komplex szam hatvanyozéasakor az abszolit értéket, mint valos
szamot az adott kitevére emeljiik, és az argumentumot pedig a kitevével szorozzuk.

Példaként kiszamitjuk az 1 —¢ komplex szam tizedik hatvanyat. ElGtte megalla-
podunk abban, hogy algebrai alakban kitiizott feladatnal az eredményt is algebrai
alakban varjuk. A Moivre-képlet alkalmazasahoz viszont at kell valtanunk trigono-
metrikus alakra: 1 —i = v/2(cos 315° + i cos 315°). Innen

(1 —4)1% = (v2)"(cos(10 - 315°) + i sin(10 - 315°)) = 32(cos 270° + isin 270°) =
=32(0 + (—1)i) = —32i.

Koénnyt belatni, hogy a z = r(cos a + i sin «) komplex szam reciproka

1 1 .

— = —(cos(— sin(—

~ = ~(cos(—a) + isin(~a)

ugyanis ekkor z% = 1(cos0°+isin0°) = 1. A szorzas és a reciprok felhasznalasaval
az=r(cosa+isina) és w = s(cosf + isin ) # 0 komplex szamok hanyadosa a
kovetkezGképpen hatéarozhatd meg:

(cos(—p) + isin(—p)) =

z 1 . 1

— =z-— =r(cosa+isinqa)- -

w w S
r

= —(cos(a — B) + isin(a — §).
S

Mas szoval, trigonometrikus alakban adott komplex szamok osztasanal az abszolit

értékeiket elosztjuk, argumentumaikat pedig kivonjuk. Ennélfogva a Moivre-képlet

tetszoleges egész kitevire érvényes, tovabba teljesiilnek a hatvanyozas valos szamok

korébdl is ismert tulajdonsagai.

2.5. Gyokvonas komplex szambol

Célunkat teljes mértékben akkor érjiik el, ha megmutatjuk, hogy a komplex szamok

korében korlatlanul elvégezhets a gyokvonas. Ehhez azonban tisztdznunk kell mit
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is értiink egy komplex szam n-edik gyokén. Legyen n adott pozitiv egész. A z
komplex szam n-edik gyokén mindazon komplex szamokat értjiik, melyek n-edik
hatvanya z. Vigyazat! A valés szamok kérében a 9 négyzetgyoke a 3, a komplex
szamok korében viszont a fenti definicionak a 3 mellett a —3 is eleget tesz. Tehat a z
komplex szam n-edik gyoke altalaban nem egyetlen komplex szdm, hanem komplex
szamok egy halmaza. Az ebbdl fakad6 zavarok elkeriilése végett a {/- jelet kizarolag
valos szamok n-edik gyokének jelolésére fogjuk hasznalni.

Legyen z = r(cosa + isina) tetszdleges komplex szam, és keressiik z n-edik
gyokeit trigonometrikus alakban. Ha x = u(cos ¢ +isin ¢) egy n-edik gyoke z-nek,

akkor ™ = z teljesiil. Alkalmazva a Moivre-képletet
u"(cos(n - @) +isin(n - ¢)) = r(cosa + isin «)

adodik. Az egyenl6ség mindkét oldalan egy-egy trigonometrikus alakban adott

komplex szam szerepel, tehat az egyenlGség csak ugy teljesiilhet, ha
u =r és n-p=a+k-360°

valamely k egészre. Az els6 egyenlet az abszolut értékek miatt a valos szamok
korében értends, igy egyetlen megoldasa u = {/r. A masodik egyenletbdl pedig

p= %3600 adodik. A z komplex szam n-edik gyokei tehat az

, (2.2)

) a+k-360°  a+k-360°
ﬁ(cos - + isin - )

alakt komplex szamok, ahol k € Z. Ezek szerint minden nemnulla komplex szamnak
végtelen sok n-edik gyoke lenne? Probaképpen hatérozzuk meg a —8 harmadik
gyokeit! A —8 trigonometrikus alakja 8(cos 180° + isin 180°). A k alabbi értékeire

a fenti képlet a kovetkezs eredményt adja.

E=0: +/8(cos60°+isin60°) =1+ /3i
k=1: /8(cos180°+isin180°) = —2
E=2: V/8(cos300° +isin300°) =1 — /3

Folytatva ezt, a k = 3 esetben /8 (cos420° + isin420°) =1 ++/3i adodik, ugyanaz
tehat mint a k = 0 esetben.

Legyenek u és v tetszéleges egészek, és osszuk el az u — v egész szdmot mara-
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dékosan n-nel: u — v = nqg + t, ahol q és t egészek, valamint 0 < ¢t < n. Ekkor

a+u-360° a4 (v+ng+t)-360° o+ v-360° +(nq+t)-360° B

n n n n

- 360° t
_ ot SO0 +(q+>.360°.
n n

Ebbdl latszik, hogy a a+"7'13600 és a+”ﬁ360° szogek kozotti eltérés pontosan a t = 0
esetben lesz 360° egész szamu tobbszorose, vagyis a (2.2) képlet altal meghatarozott
komplex szamok a k = u és k = v esetekben akkor és csak akkor egyeznek meg,
ha u — v oszthatd n-nel. Tehat a (2.2) képlet k = 0,1, ..., n — 1 esetekre torténd
alkalmazésaval n darab kiilonb6z6 komplex szamot kapunk, és k semmilyen mas
értékére nem kapunk ezektdl kiilonboz6 eredményt. Ezaltal azt bizonyitottuk, hogy
minden null&tél kiilonb6z6 komplex szamnak pontosan n darab n-edik gydke van.

Visszatérve a példahoz, a —8-nak 3 kiilonb6z6 harmadik gyoke létezik: —2 és
1 4+ v/3i. Megallapithatjuk tovabba, hogy a komplex szamok korében a gySkvonas
val6ban korlatlanul elvégezhetd, igy a komplex szamok halmaza eleget tesz a kezdeti
kovetelményeinknek.

Az 1 is komplex szam, igy neki is pontosan n darab n-edik gytke van, ezeket
n-edik egységgyokoknek nevezziik. Ezek kiszamitasa ugyancsak a (2.2) képlet alkal-
mazéséaval torténhet. Mivel az 1 trigonometrikus alakja cos0° + isin0° (az r = 1

szorzot elhagytuk), (2.2) alapjan az n-edik egységgyokok a kovetkezok:

k-360° . . k-360°
+1

€L = COS Sin s
n

ahol £k =0,1, ...,n — 1. A negyedik egységgyokok példaul:

€g = cos0° +1isin0° =1,

€1 = c0s90° + ¢sin 90° = 1,

€9 = cos 180° 4 isin 180° = —1,
g3 = cos 270° + i sin 270° = —1.

Vilagos, hogy €9 mindig 1, és belathato az is, hogy az n-edik egységgyokok mind-
egyike elGallithato oly moédon, hogy e1-et 0,1, ..., n — 1 kitevGkre emeljik. A fenti
példat tekintve tehat a negyedik egységgyokok megkaphatok, mint ¢ hatvanyai:
2 3

0=1, il =4, i2=—1ési3 = —i.

Az n-edik egységgyokok ismeretében az n-edik gydkvonas tetszéleges z komplex
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2.6. Abra. Negyedik egységgydkik

szambol konnyebben elvégezhets: ha w a z egy n-edik gyoke, akkor z Gsszes n-edik
gyoke

WEQY, WET, ..., WERQ_1,

vagyis elég w-t végigszorozni az Osszes n-edik egységgyokkel. Ennek bizonyitasat
az olvasora bizzuk.

A tétel alkalmazasaval kiszamitjuk a —4 = 4(cos 180° + isin 180°) negyedik
gyokeit. Alkalmazva a (2.2) képletet a k = 0 esetre, azt kapjuk, hogy /2(cos 45° +
+isin45°) = 144 az egyik negyedik gyok. Fejben tartva a negyedik egységgyokoket,
a maradék harom a kovetkez6: (1+ )i, (1414)(—1), (1 +¢)(—1), azaz =1 +4,—1 —4
és 1 —1.

Végiil megjegyezziik, hogy a valds szamok n-edik gydkének kozépiskolabdl is-
mert tulajdonsagai (pl. ¥/ab = {/a- ¥/b) a komplex szamok n-edik gyckére altalaban

nem terjeszthetsk ki.

2.6. Feladatok

2.1. Feladat. Toltse ki az alabbi tablazatot!
’ z ‘ Re(z) ‘ Im(z) ‘ zZ ‘
—5—1
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2.2. Feladat. Hol helyezkednek el a sikon azok a pontok, melyeknek megfeleld

komplex szamokra igaz, hogy
1. Re(z) +Im(z) = 1;
2. arg(z) = 45°;

3. 2 =27

w|[—

2.3. Feladat. Adja meg az i%,i%,i%,i° és i'°312 értékét! Mivel egyenls -7 Mivel

egyenld ¥ ha n tetszéleges egész szam?
2.4. Feladat. Hozza algebrai alakra a

2
1—0)(3+10)

komplex szdmot!
2.5. Feladat. Legyen z = —1 44 és w = —3 — 4i. Hatarozza meg a

(w+2)%-w

w—z

kifejezés pontos értékének algebrai alakjat!

2.6. Feladat. Adja meg a
—244, 3+41d, —1-—2, 8192—5736i, 3i, 1—+/3i

komplex szadmokat trigonometrikus alakban!
2.7. Feladat. Fejezze ki a

cos 60° + 7sin 60°
cos 150° + ¢ sin 150°

komplex szamot algebrai alakban!

2.8. Feladat. Adja meg a

komplex szamot algebrai alakban!

2.9. Feladat. Szamitsa ki a mésodik és a harmadik egységgyokoket!
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2.10. Feladat. Hatarozza meg a v/3(cos 30° + isin 30°) komplex szam nyolcadik

hatvanyat és harmadik gyokeit!

2.11. Feladat. Legyen a tetszsleges valos szam. Adja meg a komplex négyzetgyo-
keit!

2.12. Feladat. Szamitsa ki a —2i és a —7 — 244 komplex szamok négyzetgyokeit!

2.13. Feladat. Szamitsa ki a —2¢ és a —7 — 244 komplex szdmok négyzetgyokeit
trigonometrikus alak hasznalata nélkiil! (Utmutatas: keressiik a —2i négyzetgyokeit
a + bi alakban; ekkor (a + bi)? = —2i.)

2.14. Feladat. Oldja meg a komplex szamok halmazan a
z:Z+2z—(104+4) =0

és a

egyenleteket!
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3. Polinomok

Legyen T a racionélis, valds, illetve komplex szamok halmaza koziil az olvasé szi-
véhez legkozelebb &llo. Tekintsiik T elemeit, az x Ggynevezett ,hatarozatlant”, és
nézziik meg, hogy ezekbdl az Gsszeadas és a szorzas segitségével véges sok lépésben
milyen kifejezéseket allithatunk el§. Konnyen lathato, hogy ezek a kifejezések tar-
talmazhatjdk x barmilyen nemnegativ kitev6ji hatvanyat, azok barmilyen T-beli
elemmel valo szorzatat, illetve az ilyenek 0sszegét. Mas szoval, az esetleges zardjelek

felbontasa, Gsszevonas és rendezés utan egy

f(x) = apz™ +ap 12" 4+ + a1z +ag (3.1)
alaku kifejezést kapunk, ahol ag,aq,...,a, a T elemei, és n természetes szam. Az
ilyen alaku kifejezéseket T feletti polinomnak nevezzik, az ag, a1, ..., a, szamokat

a polinom egyiitthatdinak mondjuk. Az a;z7 kifejezést a polinom j-ed foki tagjinak
nevezziik. Jelolésben f(z) helyett irhatunk f-et is, ha nem kivanjuk hangsilyozni,
hogy = a hatarozatlan. A polinomot definial6 képlet bonyolultsagét az okozza, hogy
az x hatarozatlan egy T-beli elemmel val6 szorzatat nem tudjuk ténylegesen elvé-
gezni, igy példaul az = kétszeresét csak formalisan, 2z-ként tudjuk kezelni, tovabba
a kiilonbo6z6 foku tagokat is csak formalisan tudjuk Gsszeadni. Az z-r6l minddssze
annyit feltételeziink, hogy ré is igaz az, ami T minden elemére, igy példaul 0-z = 0.
Ebbél 0- 2% = 0 kévetkezik, igy az ilyen alakt tagokat altalaban elhagyjuk. A (3.1)
képletben példaul n-nél magasabb foku tag nem szerepel, igy azok egyiitthatoéit
mind nullanak tekintjik. Egy polinomban tehat csak véges sok nullatél kiilonb6z6
egyiitthato lehet. A definici6 szerint az is megtorténhet, hogy egy polinom mind-
egyik egyiitthatéja nulla, az ilyen polinomot azonosan nulla polinomnak nevezzitk
és 0-val jeloljiik.

Ha f # 0, keressiik meg azt a legnagyobb k egész szamot, melyre ar # 0. Ezt
a k szamot az f polinom fokdnak nevezziik, és deg(f)-fel jeloljiik. Az azonosan
nulla polinom fokit nem szokas értelmezni. Ahhoz, hogy ne kelljen az azonosan
nulla polinomot mindig kivételként kezelni, mi az azonosan nulla polinom fokat
létezdnek, és minden mas polinom fokanal kisebbnek tekintjiik: legyen az azonosan
nulla polinom foka —oc.

A T feletti 6sszes polinomok halmazat T'[x] fogja jelolni.

Két polinomot egyenlének tekintiink, ha az egyiitthatoik rendre megegyeznek,

vagyis minden k > 0 esetén az z* egyiitthatoja a két polinomban ugyanaz. Vilagos,
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hogy egyenld polinomok fokai is megegyeznek.

3.1. Miiveletek polinomokkal

A T feletti polinomok korében értelmezhetiink osszeadast és szorzast a kovetkezs-
képpen. Az Gsszeadast az azonos foku tagok Osszeadésaval végezziik, mig a szorzés-
nél minden tagot minden taggal szorzunk gy, hogy az a;x* és a bjxj tagok szorzata
al-bjx”j lesz, majd az azonos foku tagokat Osszevonva a kapott Osszeget x hatva-
nyai szerint csékkend sorrendbe rendezziik. Legyen példaul f(x) = 322 — 2z + 1 és
g(z) = 223 + 522 — 1. Ekkor

f(x) +g(x) = 22% + 8% — 22
és

f(z) - g(x) = 62° 4+ 152" — 32% — 42 — 1023 + 22 + 223 4+ 522 — 1 =
= 62° + 112" — 82% + 22° + 20 — 1.

Az Osszeg- és szorzatpolinomok fokarol az Gsszeadandok, illetve a szorzotényezok
fokanak ismeretében a kovetkez6t mondhatjuk: Az 6sszeg foka nem lehet nagyobb

egyik Osszeadando fokanal sem, azaz

deg(f + g) < max{deg(f),deg(g)}

Az egyenlGség csak akkor nem teljesiil, ha az f és g azonos fokuak, és a legmagasabb

foku tagjaik egyiitthatéinak osszege nulla. Tovabba,

deg(f - g) = deg(f) + deg(g),

vagyis a szorzat polinom foka mindig a tényez8k fokainak Gsszegével egyenls. Itt
kihasznaltuk, hogy T-beli elemek szorzata csak ugy lehet nulla, ha valamelyik té-
nyez&je nulla. Hogy ez a komplex szdmok korében is igy van, majd egy kés6bbi
fejezetben, altalanosabb koriilmények kozott fogjuk belatni.

A polinomokon értelmezett Osszeadas kommutativ, asszociativ, zéruseleme az
azonosan nulla polinom, tovabba minden f polinomnak létezik ellentettje, a —f
polinom, melynek egyiitthatoi éppen az f egyiitthatéinak ellentettjei. Igy tehat

a polinomok koérében a kivonas, mint az ellentett hozzdadasa, szintén elvégezhe-
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t6. A kommutativitas és asszociativitas a szorzésra is igaz, az egységelem szerepét
az f(xz) = 1 polinom tolti be. Egyetlen legalabb els6foku polinomnak sem létezik
reciproka, hiszen szorzéaskor a fokok Osszeadodnak, igy legalabb elséfokit polinom
egyetlen polinommal valé szorzata sem lehet a nulladfoku f(x) = 1 polinom. Re-
ciproka tehat csak a nulladfoka polinomoknak lehet, és van is, mivel azok pontosan
a T nullatol kiilonboz6 elemei.

Az egész szamoknal latottakhoz hasonléan, reciprok hidnyaban osztas helyett

csak maradékos osztasrol tudunk beszélni.

3.1. Tétel (Polinomok maradékos osztasanak tétele). Bdrmely f és g (g #0) T
feletti polinomhoz egyértelmiien léteznek olyan q és r szintén T feletti polinomok,

amelyekre f = g-q+r, ahol r foka kisebb a g fokdndl.

Bizonyitds. El6szor megmutatjuk, hogy ha ¢ és r valoban léteznek, akkor egyértel-
miien meghatarozottak. Ezzel ellentétben tegyiik fel, hogy léteznek olyan ¢q, g2, 71

és ry polinomok, melyekre
f=9g-q+r é [f=g-q+rs,

ahol deg(ry) és deg(rs) is kisebb mint deg(g), és q1 # ¢o. Kivonva a méasodik

egyenlGséget az els6bdl, atrendezés utan a

g (@@—q)=r1—12 (3.2)

egyenldséget kapjuk. Mivel g1 # ¢o, a bal oldalon 4ll6 polinom foka legalabb annyi,
mint g foka, a jobb oldalon &ll6 r; — ro polinom viszont g-nél kisebb foku, ami
ellentmondas. Tehat g; = ¢q, és igy a (3.2) bal oldalan all6 polinom azonosan nulla.
Ekkor viszont r; — 75 is azonosan nulla kell legyen, ahonnan r; = ro kévetkezik.

Most megmutatjuk, hogyan konstrualhatok meg a g és r polinomok. Legyenek
f=apnr" +a, 12"+ Fayr+ag

és
g:bmxm—l—bm,lxm_l—|—--~—|—blx—|—b07$0

n, illetve m-ed foka polinomok. Ha n < m, akkor a ¢ = 0 és r = f szereposztassal

igaz az allitas: f = g-0+ f. Az n > m esetben osszuk el f legmagasabb foku tagjat
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g legmagasabb foku tagjaval, majd ezt a

n
" an g, g,
q1 = = —

by,x™ b

hanyadost szorozzuk meg g-vel és a szorzatot vonjuk ki f-bol! Jeldlje ezt a kiillonb-
séget f1:
fr=f(@) —a(@)-g(2).

Vilagos, hogy a kivonasnal f legmagasabb foku tagja kiesik, igy f1 foka kisebb,
mint f foka. Ha deg(f1) < deg(g), akkor készen vagyunk: ¢ = ¢ és r = f.
Ellenkez& esetben ismételjiik meg az eljarast ugy, hogy f helyett az f; polinomot
vessziik: megkonstrualjuk az fo polinomot, melyre igaz, hogy deg(f2) < deg(f1) <
< deg(f). Ha deg(f2) < deg(g), megallunk, egyébként tjbol ismétliink, de most
f1 helyett fo-vel. Mivel az fi, fa,... polinomok fokai egyre kisebbek, véges sok
lépésben (mondjuk a k-adikban) eljutunk arra az esetre, amikor mar deg(fx) <
< deg(g). Konnyen lathato, hogy

f=@a+q@+ - +aqg-1) 9+ fx

tehat a polinomok maradékos osztasanak tétele igaz. O

A tételben szerepld q polinomot az f és a g hdnyadosdnak, mig az r polinomot
az osztads maradékanak nevezziik.

Konkrét példan keresztiil talan a bizonyitas is kénnyebben megérthets. Osszuk
el az f = —2° — 523 4 42 — 1 polinomot maradékosan a g = 2% + 22 — 1 polinom-
mal! Elgszor elosztjuk f legmagasabb foku tagjat ¢ legmagasabb foku tagjaval:

—2% /23 = —2?%, ezt a hanyadost frjuk az egyenldségjel jobb oldalara:
(—a® =523 +da—1) : (2®+22—1) = —2?

A g polinomot megszorozzuk az el6bb kapott hanyadossal (—x2-nel), és a szorzatot

f ala irjuk:

(—x® = b2® +4x —1) @ (23422 —1) = —2?

— 2% — 223 4 22
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Vonjuk ki f-bél az alatta 1évé szorzatot:

(=2 =523 +4x —1) : (2®+20 1) = —2?
—(=2® =223 + 2*)

— 33—t 44 —1

A vonal alatt 1év6 polinom foka még nem kisebb, mint g foka, igy azt fi-nek tekintve
folytatjuk az eljarast. Az f; és g polinomok legmagasabb foku tagjainak hanyadosa
—323 /23 = —3, ezt hozzaadjuk az egyenléség jobb oldaldn 1év6 polinomhoz, majd

g —3-szorosat az f1 ald irjuk, amit végiil ki is vonunk f1-bdl:

(—a® =523+ —1) : (@®+22—1)=—2?—3
— (=25 — 223 + 2?)

— 323 — 2% 44— 1
—(=32% =62 +3)

— 22+ 10z — 4

A bizonyitas jeloléseit kovetve a legalul 16v6 polinom fo, melynek foka mar kisebb
g fokanal, igy az eljaras véget ért. Az eredmény: ¢ = —2? —3 ésr = —22 + 10z — 4.

A szamolas helyességérsl a
—2% =52 44 — 1= (2 + 22 — 1)(—2® — 3) + (—2® + 102 — 4)
egyenlGség ellendrzésével gy6zédhetiink meg.

3.2. Polinomok helyettesitési értéke

Legyen f(x) = ana™ + ap_12" 1 + -+ ayx + ag egy T feletti polinom, és t adott
eleme T-nek. Az
f(t) = ant™ + an_1t""" 4 +art +ao

T-beli szamot az f(x) polinom t helyen wvett helyettesitési értékének nevezzik.
Hangsilyozzuk, hogy a fenti kifejezés mar nem formélis Osszeg, itt a miiveletek mér
ténylegesen elvégezhetsk. Az f polinomba akar T' 6sszes elemét behelyettesithetjiik,
melynek eredményeként egy f*: T — T fiiggvényt kapunk, melyet az f-hez tartozo
polinomfiigguénynek neveziink. Gyakorlati szempontbol egy polinom (mint formalis

Osszeg) és a hozza tartozo polinomfiiggvény kozott lényegi kiilonbség nincs, késsbb
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azonban latni fogjuk, hogy ha a polinomok egyiitthatéit nem a komplex szamok
korébol vessziik, eléfordulhat, hogy nem egyenlé polinomokhoz tartozé polinom-

fliggvények egyenldk. A polinomok adott helyen vett helyettesitési értékének kisza-

3.1. abra. Az f(z) = x2 valés szamok feletti polinomhoz
tartozo polinomfiiggvény grafja, melyet kozépiskolai tanulma-
nyaibol mindenki ismer

mitasadhoz elvégzendd miiveletek szamanak csdkkentésére alkalmas az tigynevezett
Horner-elrendezés, melynek alapja, hogy az f(z) = a,2™+a,_ 12" 1+ -+ajx+ag

polinomban a legalabb elséfokt tagokbol x kiemelhets:
flz) = (anac"_1 +ap,_ 12" 24+ 4 a1)x + agp.

A zaréjelen belill Gjra és djra kiemelve x-et azokbol a tagokbol, melyekbdl lehet-

séges,

f(il’) = (anmn_l + anflxn_2 + -+ al)m +ag =
= ((ana" 2 4 an 12" P+ Fag)r+a)r+ag == (3.3)

(' e (((anx + an—l)l‘ + an_g)l‘ + an_g)l‘ + -4 al)x + ag

adodik. Helyettesitsiink most x helyére ¢t-t! A jobb oldalon 1év§ kifejezés kiértéke-
léséhez létrehozunk egy tablazatot gy, hogy

— a tablazat felsG soraba a polinom egytiitthatéi keriilnek, rendre a legmagasabb

foku tagtol a konstansig, a nullakat is beleértve;

— a masodik sor fejlécébe a behelyettesitendd értéket irjuk, majd a fGegyiitthato

ala magat a f6egyilitthatoét masoljuk;
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— a masodik sor tobbi cellajat balrdl jobbra haladva toltjiik ki tgy, hogy a
kovetkez6 cellaba az azt megel6zébe irt szam t szeresének, és a folotte 1évs

egylitthatonak az Osszegét irjuk.

Jel6lje a masodik sorba irt elemeket rendre ¢, ¢,—1, .. ., co. Kénnyen lathato, hogy

Cn = An;
Cp—1 = apt + ap_1;

Cn—2 = (ant + anfl)t + ap_2;

co= (- (((ant+ an—1)t + an—2)t + an—3)t + -+ a1)t + aop.

Ekkor (3.3) szerint ¢y = f(t), azaz a tablazat utolso cellajaba irt érték éppen az f
polinom ¢ helyen vett helyettesitési értéke.

Példaul a 3.2. dbran latottak szerint az f(r) = 3z* — 222 + x + 1 polinomba
x = 2-t helyettesitve f(2) = 43 adodik. A tablazatbdl az is latszik, hogy f(2) meg-

[ 3] 0 | 2 | ! | ! |
[2][3]3-240=6]6-2+(-2)=10[10-24+1=21]21-24+1=43 |

3.2. Abra. Horner-tablazat az f(z) = 3z% — 222 + 2z + 1
polinom x = 2 helyen vett helyettesitési értékének meghata-
rozéaséara

hatarozasahoz minddssze 4 darab szorzést és ugyanennyi 6sszeadast hasznéltunk,
mig ha a behelyettesitést a ,hagyomanyos” modszerrel végeznénk, akkor csupan a
3z tag kiértékelése maris 5 szorzasba keriilne.

Konnyen igazolhato a Horner-elrendezés egy masik hozadéka: ha az f polinomot
maradékosan osztjuk az x — t elséfoku polinommal, akkor a hanyados egytitthatoi
éppen a tablazat also soraban szereplS c,, ¢p_1,. .., c1 szamok, co = f(t) pedig az

osztas maradéka, azaz
f@) = (x —t)(cnr" P 412" 2+ Fepr 4 1) + (1) (3.4)
A példankban tehat
3zt — 207 + o+ 1= (x — 2)(323 + 62% + 102 + 21) + 43,
ami a szorzas elvégzésével konnyen ellendrizhetd.
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3.3. Polinomok gyokei

Azt mondjuk, hogy t € T gydke az f € T[z] polinomnak, ha f(t) = 0. Itt T szerepe
mar fontosabb, mint az eddigiekben. Példaul az f(z) = 2? + 1 polinom tekinthetd
akar R, akar C feletti polinomnak is. Az elsg esetben f-nek nincs gy6ke, hiszen nem
létezik olyan t valés szam, melyre t? + 1 = 0 teljesiilne, mig a masodik esetben f
gyokei az i és a —i komplex szamok.

(3.4) alapjan konnyen latszik, hogy ¢ pontosan akkor gytke az f polinomnak,
ha f felirhat6

f(@) = (z = t)q(x)

alakban, ahol ¢ eggyel alacsonyabb foku polinom, mint f. Ekkor az x — t els6foku
polinomot az f polinom t-hez tartozé gyoktényezdjének nevezzik.

Tegyiik fel, hogy az f(z) polinom szorzatta alakithato, azaz vannak olyan g(x)
és h(x) szintén T feletti polinomok, hogy f(z) = g(x)h(z). Ha t gy6ke az f polinom-
nak, akkor f(t) = g(t)h(t) = 0. Mivel T-beli elemek szorzata csak ugy lehet nulla,
ha valamelyik tényez6 nulla, g(t) = 0 vagy h(t) = 0 kovetkezik; vagyis ¢ pontosan
akkor gybke az f polinomnak, ha vagy g-nek, vagy h-nak (esetleg mindkettének)
gyoke.

Legyen t; az f nem azonosan nulla polinom egy gyoke, és legyen f(z) = (x —
—t1)q1(x). Ha ¢1-nek van gyoke, és az mondjuk o, akkor a hozza tartozd gyokté-

nyezd$ q1-bdl ugyanugy kiemelhetd, és ekkor

f(x) = (x —t1)(x — t2)q2(2),

ahol ¢go mar f-nél kett&vel alacsonyabb foku polinom. Az eljarast tovabb folytat-
hatjuk a go polinommal, feltéve, hogy van gyoke. Mivel a q1, ¢o, ... polinomok foka

egyre csokken, el6bb vagy utobb eljutunk az

f@)=(z—t)(z —t2) - (x — tr) k() (3.5)

felirashoz, ahol a g polinomnak méar nincsen gyoke, ha masért nem, azért, mert az
maér nulladfoka. Kénnyen lathato, hogy ekkor ¢1, to, .. ., t; mindegyike gyoke f-nek,
és f-nek nincsenek tovabbi gyokei. Tovabba, az egyenlGség két oldalan a fokokat

osszehasonlitva kapjuk, hogy k < deg(f). Igaz tehat a kovetkezd allitas:

3.2. Tétel. Minden nem azonosan nulla polinomnak legfeljebb annyi gyoke van,

mint amennyi a foka.
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A teljesség kedvéért megemlitjiik, hogy az azonosan nulla polinomnak 7" minden
elemét gyokének tekintjiik.

Ha a (3.5) gyoktényezss alakban a tq, to, . . ., t gyokok kozott valamely ¢; tobb-
szor is el6fordul, akkor azt mondjuk, hogy ¢, tobbszéros gydke f-nek. Pontosabban,

ha t; el6fordulésainak szama s, akkor ¢;-t f s-szeres gyokének mondjuk.

3.3. Tétel (Polinomok azonossagi tétele). Ha két legfeljebb n-ed foki polinom he-
lyettesitési értékei tobb mint n killonbozd helyen megegyeznek, akkor a két polinom

egyenld.

Bizonyitds. Ha az f és g polinomok b helyen vett helyettesitési értékei megegyeznek,
akkor f(b) = g(b), azaz f(b)—g(b) = 0. Ez utobbit tgy is mondhatjuk, hogy b gyoke
az f —g polinomnak. Ha f és g helyettesitési értékei tobb, mint n kiilonb6zé helyen
megegyeznek, az azt jelenti, hogy az f—g polinomnak t6bb, mint n kiillonb6z6 gyodke
van. De ha f és g legfeljebb n-ed foku polinomok, akkor f — g is az, igy az el6z6
tétel értelmében f — g-nek csak ugy lehet n-nél tobb gyoke, ha f — g az azonosan

nulla polinom, vagyis f = g. O

A tételbsl kovetkezik, hogy minden legfeljebb n-ed foka polinom egyértelmien
megadhaté az altal, hogy megmondjuk n+ 1 kiilonb6z6 helyen a helyettesitési érté-
két. Arrol, hogy hogyan lehet megtalalni egy igy megadott polinomot, a Numerikus
modszerek cimi tantargyban fog sz6 esni.

A fejezet zarasaként megemlitjiik, hogy az egész szamoknal latottakhoz hason-
l6an értelmezhetnénk a polinomok korében is az oszthatdsagot, majd a primpoli-
nomok, a legnagyobb kozos osztod, a legkisebb kozos tobbszoros fogalmait. Végiil
a szamelmélet alaptételéhez hasonlo egyértelmi primfaktorizacios tételt is bizo-
nyithatnank. Jollehet ezt itt nem tessziik meg, de az egész szamoknal az emlitett
fogalmakat tgy vezettiik be, hogy minden tovabbi nélkiil altalanosithat6é legyen
akar polinomokra is (példaul a legnagyobb kozos osztod fogalmaban megkeriiltiik
a < relaciot, stb.). Az érdekl6ds olvaso errdl a témakorrsl példaul a [3] és az [5]

miivekbdl tajékozodhat.

3.4. Feladatok
3.1. Feladat. Adjon meg két negyedfokd polinomot, melyek Gsszege mésodfokii!
3.2. Feladat. Osszuk el maradékosan az f polinomot a g-vel!

a) fz)=Tz* +223 + 922 +5¢sg(z) =23 -2 +1
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b) f(z)=—a3+222 + 2 +1és g(z) =222 +1

3.3. Feladat. Ellenérizze Horner-elrendezéssel, hogy a —3 gyoke-e az
flz) =2® —22% — 11z + 12

polinomnak! Ha igen, emelje ki a hozza tartozd gyoktényezst!

3.4. Feladat. Végezze el Horner-elrendezés segitségével a
(225 — 32% + 5ix — 3) : (z —1)

polinomosztést!

3.5. Feladat. Hatéarozza meg a c értékét gy, hogy az f(z) = 423 — 322 —z + ¢

polinom helyettesitési értéke az x = 1 helyen 3 legyen!

3.6. Feladat. Altalaban hany dsszeadasra és szorzasra van sziikség egy n-ed foku

polinom helyettesitési értékének kiszamitasdhoz a Horner-elrendezéssel?

3.7. Feladat. Adjon meg olyan harmadfoki polinomot, melynek a gyokei: 1,2 és

7!
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4. Algebrai egyenletek

Egyenlet alatt egy F(z) = G(x) szimbolumot értiink, ahol F' és G valamilyen
fliggvényei x-nek, és ennek megolddshalmaza alatt mindazon t-k halmazat értjiik,
melyek beletartoznak mind az F', mind a G fliggvény értelmezési tartomanyéba, és
fennall rajuk az F(t) = G(t) egyenldség. Az egyenlet megoldashalmazéanak elemeit
az egyenlet megolddsainak nevezziik. Ha két egyenlet megoldéshalma megegyezik,
akkor a két egyenletet ekvivalensnek mondjuk. Azokat az ,eljarasokat”, melyeket
egy adott egyenleten végrehajtva vele ekvivalens egyenletet kapunk, az egyenlet
ekvivalens dtalakitisainak nevezziik. Egy egyenlet megoldésainak megkeresése al-
taldban tugy torténik, hogy az egyenletet ekvivalens atalakitasok egymasutanjaval
olyan egyenletre vezetjiik vissza, amely megoldésainak megkeresése mér kevesebb
gondot jelent.

Mi most csak azzal az esettel foglalkozunk, amikor F(x) is és G(z) is komplex
egyiitthatos polinomok, pontosabban polinomfiiggvények. Ekkor az egyenlet mind-
két oldalanak ugyanazzal a nullatol kiilonbozd komplex szammal valo szorzasa,
valamint az egyenlet mindkét oldaldhoz ugyanannak a polinomnak a hozzaadésa
nyilvan ekvivalens atalakitasok. Ez utobbi segitségével az F(x) = G(z) egyenlet
f(z) = 0 alakra hozhato, ahol f(x) természetesen az F'(x) — G(x) polinom. Ha f
legalabb elssfoku (komplex egyiitthatos) polinom, akkor az f(x) = 0 egyenletet al-
gebrai egyenletnek nevezzik. Az algebrai egyenlet fokdn az f polinom fokat értjiik.
Vilagos, hogy a t komplex szam pontosan akkor lesz megoldésa az egyenletnek, ha
t az f polinom gyoke, azaz f(t) = 0. Emiatt az egyenlet megoldésait az egyenlet
gyokeinek is szokas nevezni.

A kovetkez§ tétel garantalja, hogy minden algebrai egyenletnek van megoldasa

a komplex szamok halmazaban.

4.1. Tétel (Az algebra alaptétele). Minden legaldbb elséfoki komplex egyitthatds

polinomnak van gydke.

A tétel és (3.5) szerint tehat az
f(z) = anz™ + ap_12" ' 4+ a1z +ag
komplex egyiitthatos legalabb elséfokd polinom felirhato

fl@)=an(x —t1)(x —t3) - (x — ty,) (4.1)
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alakban, ahol a t1,to, . .., t, komplex szamok az f gyokei. Az f polinom ezen alakjat
f gyoktényezds alakjinak nevezziik. Az is vilagos, hogy t1,ts, ..., t, megoldasai az
f(x) = 0 egyenletnek, és a 3.2. tétel szerint mas megoldas nincs. Természetesen a
t1,t2,...,t, szamok nem feltétleniil paronként kiilonbozdk, ami azt jelenti, hogy
egy algebrai egyenlet megoldashalmazanak szamossagarol csak annyit allithatunk,
hogy az nem lehet nagyobb az egyenlet fokanal. Az viszont igaz, hogy minden,
legalabb elséfokia komplex egytitthatos polinom pontosan annyi (nem feltétleniil
kiilonb6z6) elséfoki polinom szorzatara bomlik, mint amennyi a polinom foka.

Az (x —t1)(xz — ta) - - - (x — t,,) szorzatot kifejtve, egy olyan
box" — bzt - (=) b1z 4+ (1),
polinomot kapunk, ahol:

b():l;
by =t1+to+ -+ ty;
b2:t1t2+"'+t1tn+t2t3+"'+tn_1tn;

by = t1ta - - ty.

Szavakba ontve, a by szamot ugy kapjuk, hogy a t1,%o,...,t, gyokok koziil kiva-
lasztunk k darabot az Gsszes lehetséges moédon gy, hogy egyet csak egyszer valasz-
tunk, majd a kivalasztottakat Gsszeszorozzuk, a kapott szorzatokat pedig Gsszead-
juk. A (4.1) egyenlSség bal és jobb oldalan allé polinomok egytitthatoit Gsszevetve
azt kapjuk, hogy

—(—1 kan—k.
b = (1) T

Erre a képletre a polinom gyokei és eqyiitthatdi kézotti osszefliggésként szokas hi-
vatkozni.
Ha példaul az ax? + bz + ¢ = 0 masodfoki egyenlet megoldésai z; és xo, akkor

a fenti képletbdl a jol ismert
b . c
T+ T =—— €s X1 Top = —
a a

formulékat kapjuk.
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4.1. Algebrai egyenletek megolddképlete

A kovetkezdkben azt vizsgaljuk, hogyan lehet egy éltaldnos algebrai egyenlet meg-
oldasait megtalalni. Egy algebrai egyenlet megolddképletén olyan formuléat értiink,
amely a négy alapmiivelet és a gyokvonés segitségével az egyenlet egyiitthat6ibol
eléallitja az Osszes megoldast. Példaul az ax +b = 0 els6foknl egyenlet esetén csupan

kivonas és osztas segitségével megkaphato az egyetlen megoldas:

r=——,
a

tehat ez a megoldoképlet.

4.1.1. Masodfoku algebrai egyenletek

A masodfoku egyenletek megoldoképletével mar kozépiskoldban is talalkoztunk,
ott azonban az egyenlet egyiitthatoi valos szamok voltak, és a képlet csak akkor
miikodott, ha nem negativ szambol kellett négyzetgydkot vonni.
Tekintsiik most az
ar’ +br4+c=0

méasodfoki egyenletet (itt a,b, ¢ mar komplex szamok), és szorozzuk meg mindkét
oldalat 4a-val:

4a?z? + dabz + dac = 0.
A bal oldalon teljes négyzetté egészitést végezve kapjuk, hogy
(2azx + b)* — b* + 4ac = 0,
amibdl
(2azx + b)* = b* — dac

adodik. Ebbél lathaté, hogy 2ax + b a D = b — 4ac komplex szam valamely
négyzetgyokével kell, hogy egyenlé legyen. Ha D = 0, akkor 2ax + b = 0, igy

_b
2a

az egyetlen megoldas, ha pedig D # 0, akkor a kovetkez6 két megoldas létezik:

btz

—b—z
I = =

és Tg =
2a 2a '
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ahol z a D egyik négyzetgydke.
Az 22 — 21 + 2 = 0 egyenlet esetén példaul D = (=2)2 —4-1-2 = —4, a —4
egyik négyzetgyoke 2i, igy az egyenlet két megoldasa

242
T2

. i} 2—-2
=1+:1 és To = 5

T =1- i,

melyek helyességérsl visszahelyettesitéssel konnyedén meggydz6dhetiink. Modsze-
riink természetesen olyan méasodfoku egyenletek megoldéasara is alkalmas, melynek
egylitthatoi nem valds komplex szamok. Ilyen esetben a megoldasok meghatarozasa

nyilvan t6bb szamolassal jar.

4.1.2. Harmadfoku algebrai egyenletek

Ebben a részben az
ax® +bx’ +cx+d=0

harmadfoku egyenlet megoldésat tiizziik ki célul. Els6 1épésben osszuk el az egyenlet
mindkét oldalat a-val:
3 b 4 ¢ d
°+ —x"+ —xv+ - =0,
a a a
majd vezessiik be az y = x +b/3a 4j ismeretlent, vagyis irjunk z helyére y —b/3a-t!

Ekkor a hatvinyozasok és a lehetséges Gsszevonésok elvégzése utan az

34 c_ ﬁ + 2v° _ E + g =0
Y a 3a2)Y 27a3  3a2 a)
egyenlethez jutunk. Lathato, hogy ebben az egyenletben mar nincsen masodfoku

tag, igy az

v+ py+q=0 (4.2)

alakba frhato, ahol p és q az eredeti egyenlet egyiitthat6ibol alapmitiveletek segitsé-
gével kifejezhets komplex szamok. Elegendd tehat a (4.2) egyenletet megoldanunk,
hiszen annak megoldasaibol b/3a kivonasaval megkaphatjuk az eredeti egyenlet
megoldasait. Ha ¢ = 0, akkor (4.2) bal oldalan y kiemelhetd, és azt kapjuk, hogy a
0 és a —p négyzetgyokei lesznek a megoldéasok. A p = 0 esetben pedig a megoldasok
pontosan a —q kobgyokei. Marad tehat az az eset, amikor sem p, sem ¢ nem nulla.

Legyenek u és v tetszéleges komplex szamok. Ekkor

(u+ )% = u® + 3u?v + 3uv? + 03,
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ahonnan rendezés utan
(u+v)* = 3uv(u+v) — (u® +0*) =0

adodik. Osszevetve ezt a (4.2) egyenlettel arra a kovetkeztetésre jutunk, hogy ha
sikeriilne az u és v komplex szamokat megvalasztani, hogy —3uv = p és —(u® +
+v3) = q egyidejtileg teljesiil, akkor y = u+wv a (4.2) egyenlet megoldésa lenne. Az
els6 egyenlet kobre emelése, majd rendezése, valamint a masodik egyenlet rendezése

utan az

egyenletrendszerhez jutunk. A mésodfoku egyenletek gyokei és egyiitthatoi kozotti
Osszefiiggés alapjan elmondhato, hogy a

22+qz—<§)3:0

3 &s 3. Nincs mas hatra

olyan masodfoki egyenlet, melynek megoldésai pontosan u
tehéat, mint ezt a mésodfoki egyenletet megoldani, majd a megoldasokbol kob-
gyokot vonni. Ha w a ¢® — 4(p/3)? komplex szam egyik négyzetgydke, akkor a
maésodfoki egyenletek megoldoképlete szerint

3_ —9tw . 3_ —q—-w

és Zo =0° =

s 2 2

Kobgyokvonas utan wu-ra is és v-re is 3-3 értéket kapunk, igy a (4.2) egyenlet y =
= u + v megoldésara latszolag 9 komplex szam palyazik. Tudjuk, hogy 3-nél t&bb
megoldéas nem lehet, ezért e 9 k6zott biztosan vannak egybeesSk. De igy akar az is
megtorténhetne, hogy az egybeestk szama mar oly sok, hogy a modszer végiil nem
is adja meg (4.2) Osszes megoldasait. Ezen kérdések preciz targyalasara a jegyzet
keretei kozott nem vallalkozunk, csupan a végeredményt kozoljiik. Igazolhato, hogy

ha az uq, ug, ug komplex szamok az u kiilonboz6 kobgydkei, akkor
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valasztassal az
Y1 =u1 +v1, Y2 =1u2+v2, Y3=us+uvs

komplex szamok a (4.2) dsszes megoldasai.

A modszer elmélyitése érdekében oldjuk meg az
2® + 627 + 67— 13 =0

egyenletet! Elgszor végrehajtjuk az x = y—6/3 = y—2 helyettesitést, azaz tekintjiik
az

(=22 +6(—22+6(y—2)—13=0

egyenletet, melybdl a hatvanyozasok és a lehetséges 6sszevonasok elvégzése utan az

P —6y—9=0 (4.3)

egyenlethez jutunk. A (4.2) jeloléseit kovetve most p = —6 és ¢ = —9. A kovetkezd
lépés a

—6\°
z2—92—<3> =22-9248=0

maéasodfoki egyenlet megoldéasa; a megoldasok: z; = 1 és zo = 8. Igazabodl nekiink
csak az egyik megoldéasra van sziikségiink, jobbanmondva annak a kobgyokeire. A

1 komplex kébgyokei, mas széval a harmadik egységgyokok pedig

1 V3, 1 V3,

Ulz]., U2:7§+7Z, U3:7§+7Z.
Innen
3 A
—1+737:
[ ]
E -

[ ]

_1_v3,

2 2!

4.1. 4bra. A harmadik egységgydkok
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:—7:—7:2

B A D

S S B S ) S
3ug 3(—71+§z) —1+V/3i 4

és hasonloan kapjuk, hogy vz = —1 ++/3i. A (4.3) egyenlet megoldasai tehat

y1=u +v; =1+2=3,

1 V3 , 3 V3.
yz—uz+v2—<—2+2@)—1—(—1—\/32)——2—21,
1 V3 ) 3 V3
y3—U3+v3—<—2—2>+(—1+\/§z)——2+21,

és innen az eredeti egyenlet megoldasait gy kapjuk, hogy mindegyikbdl kivonunk

2-t:
7 V3. 7 V3.
.Z’l:l, 1‘2:—5—722, r3 = —=+ —1.

2 2

2304
200 4
1304

100 1

T e 2 4

x

4.2. abra. Az f: R = R, f(z) = 23 + 622 4 6z — 13 polinom-
fliggvény grafja

4.1.3. Magasabb foku egyenletek

A masod- és harmadfoku egyenletekhez hasonléan negyedfoki egyenletekhez is le-
hetséges megoldoképletet konstrualni, &m annak bonyolultsaga miatt inkabb csak

a megoldasokat a négy alapmiivelet és gyokvonas segitségével elGallité algoritmust
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szokas kozolni. Sajnos magasabbfoki egyenletek esetén mar ez sem lehetséges.

4.2. Tétel (Ruffini-Abel-tétel). Otid, vagy anndl magasabb foki dltaldnos algebrai

egyenletnek nincs megoldoképlete.

Mit tehetiink mégis? Nyilvan, ha az f(z) = 0 algebrai egyenlet bal oldalan al-
16 f polinom az f; és fo polinomok szorzata, akkor az egyenlet Gsszes megoldéasa
megkaphato az f1(z) = 0 és fo(x) = 0 egyenletek megoldasaval. Ha a két tényezd
koziil az egyik legalabb els6foki, akkor az egyenlet megoldésa igy két alacsonyabb
foku egyenlet megoldasara redukéalhaté. Specialisan, ha valahogyan sikeriilne meg-
sejtentink az f(x) = 0 algebrai egyenlet egy ¢ megoldasat, akkor a hozza tartozd
gyoktényezst kiemelve az f(x) = (x —t) - ¢(x) egyenlGséghez jutunk, igy az f(x) =
= 0 egyenlet megoldésat az eggyel alacsonyabb foku g(z) = 0 egyenlet megoldéasara
vezethetjiik vissza. Mivel a ¢ polinom elGallitasa akar a maradékos osztas elvégzé-
sével, akar a Horner-elrendezéssel lehetséges, a kérdés mar csak az, hogy hogyan
sejthets meg az egyenlet egy megoldésa. Erre csak speciélis esetekben, a kovetkezd

alfejezetben adunk valaszt.

4.2. Valos egyiitthatos egyenletek

Ebben a részben olyan algebrai egyenletekkel fogunk foglalkozni, melyek egytitt-
hatoi valds szamok. Elgszor azt fogjuk megmutatni, hogy az ilyen egyenletek nem

val6s megoldasai ,,parosaval”’ fordulnak elé.

4.3. Tétel. Ha at komplex szdam megolddsa az f(x) = 0 valds egyiitthatds egyen-

letnek, akkor t is az.

Bizonyitds. Ha t megoldas, akkor f(t) = 0, melybdl mindkét oldal konjugalasaval

kapjuk, hogy f(t) =0, azaz

Ant™ + ap_1t" L+ Fat +ag = 0.
Felhasznalva, hogy Gsszeg konjugaltja a konjugéltak Gsszege, valamint szorzat kon-
jugéltja a konjugaltak szorzata,

Ein + anilfn—l

4+ +ait+ag=0
adodik. Az egyiitthatok most valos szamok, azok konjugaltja pedig énmaga, igy
ant" + an_lfn_l + ot ait+ag =0,
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amely pontosan azt jelenti, hogy ¢ gyoke az f(x) polinomnak, azaz f(t) =0. O

A tétel ismeretében vizsgaljuk foliil a legalabb elséfoka valos egyiitthatos f
polinom (4.1) gyoktényezs alakjat. Ha a t; gyok egy valos szam, akkor a hozza
tartozd x — t; gyoktényezs egy valos egyiitthatos els6foka polinom. Ha pedig ¢;
nem valds szam, akkor a tétel szerint ¢; konjugaltja is ott van a gyokok kozott:

legyen az mondjuk ¢;. Ekkor a t;-hez és ¢;-hez tartozé gyoktényezdk szorzata

(l‘ — tz)(l' — tj) =72 - (ti + t]‘){L‘ + tit]‘ =z - (ti + ti),f + t;t;,

ahol a konjugélas tulajdonsigai szerint t; +t; és t;t; mar valos szamok. Tehat a két
gyoktényezs szorzata egy valos egyiitthatos masodfoki polinomot eredményez. Az

eljaras megismételhetd minden nem valds gyokparra, igy igaz a kovetkezs allités.

4.4. Tétel. Minden legaldbb elsdfoku R feletti polinom felirhatd elsé- és mdsodfoki
R feletti polinomok szorzataként ugy, hogy a mdsodfokid polinomok egyikének sincs

gyoke a valds szdmok halmazdban.

Ha az f valos egyiitthatos polinom paratlan foki, akkor (4.1) szerint gyokté-
nyez&inek szama is paratlan. Mivel a nem valos gyokokhoz tartozd gyoktényezdk
parokba rendezhetdk, igy lennie kell olyan gyoktényezének is, ami par nélkiil marad,

mas szoval 1étezik valos gyok.
4.5. Tétel. Minden pdratlan foku valds egyiitthatds algebrai egyenletnek van valds
megolddsa (vagyis olyan megolddsa, amely valds szdm).

Ha j6l meggondoljuk, ez az allitas kovetkezik az alabbi, kalkulusbdl ismert té-

telbdl is.

4.6. Tétel (Bolzano-tétel). Legyen f: [a,b] = R. Ha f folytonos, és f(a) # f(b),
akkor minden olyan X\ valds szdmhoz, amely az f(a) és az f(b) dltal meghatdrozott

nydlt intervallumban van, létezik olyan xo €]a,bl, amelyre f(xg) = A.

Nyilvan, az f valos egyilitthatos polinomfiiggvény folytonos, és ha f paratlan
foku, akkor limg o f(2) = —00 és lim,_ 4 f(x) = 400 miatt vannak olyan a
és b valos szamok, hogy f(a) < 0 és f(b) > 0. Ekkor A = 0 valasztassal a Bolzano-
tétel allitdsa pontosan az, hogy az f fliggvénynek van zérushelye az ]a,b[ nyilt

intervallumban, azaz az f(x) = 0 egyenletnek van ott megoldasa.

4.7. Tétel (Racionalis gyokteszt). Az
f(@) =anz" +ap_ 12" '+ Fax+ag=0

56



b

| axo

4.3. Abra. A Bolzano-tétel szemléltetése

egész eqylitthatos algebrai egyenletnek az v raciondlis szam csak akkor megolddsa,

ha r felirhato 3 alakban, ahol u az ag-nak, v pedig az an-nek osztdja.

Bizonyitds. Minden r racionalis szdm felirhato ¥ alakban, ahol u és v egész szamok,
v # 0, tovabba Inko(u,v) = 1. Tegyiik fel, hogy r megoldéasa a fenti egyenletnek,

azaz

uU\" u\n—1 u
an(f) —l—an,l(f) +--+a1—+a=0.
v v v
Mindkét oldalt szorozva v™-nel az

1

ant” + a1 o+ 4 aguv™ +agr” =0

egyenlGséget kapjuk. Az egyenléség jobb oldala oszthato v-vel, igy a bal oldal is.
Ott viszont a masodiktol kezd6dGen minden tag oszthatd v-vel, igy az elsének is
oszthatonak kell lennie v-vel. Mivel a feltevés szerint u és v relativ primek, ez
csak tgy lehet, ha v osztéja a,-nek. Ugyanezt az analizist elvégezve az u-val valo

oszthatoségra, kapjuk, hogy u osztoja kell legyen az ag-nak. O

Megjegyezziik, hogy a racionalis gyOkteszt racionalis egylitthatos algebrai e-
gyenletekre is alkalmazhat6, ugyanis az egyenlet mindkét oldalat a nevezék legki-
sebb k6z06s tobbszorosével megszorozva vele ekvivalens egész egyiitthatos algebrai
egyenletet kapunk.

Alkalmazva a racionéalis gyoktesztet az

=22 —x+2=0
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negyedfoki egyenlet racionalis gyokeinek megkeresésére azt kapjuk, hogy ha az
egyenletnek van racionalis megoldasa, akkor annak tovabb nem egyszertisithetd

alakja csak olyan * tort lehet, ahol u | 2 és v | 1. Tehat
wel{-2, —1,1,2} & wve {11}

melybdl
u
—e{-2, -1,1,2
v 6{ ) 4y }

adodik. Hogy ezek koziil melyik lesz valoban megoldas, arrél a Horner-elrendezés
segitségével gy6z6diink meg:
’ H ‘ -2 ‘ 0 ‘ -1 ‘ 2 ‘ Megoldéas?

1
-2 |1|—-4| 8 | =17 | 36 -
-1]1|-3] 3 -4 | 6 -
1
1

-1/ -1} -2 1|0 v
0 0 -1 10 v

2

Az egyenlet Osszes raciondlis megoldasai tehat az 1 és 2. Reménykediink abban,
hogy az olvaséban is felmeriilt az igény az egyenlet sszes megoldésanak megkere-
sésére. Ehhez elGszor kiemeljiik az x — 1 és x — 2 gyoktényezdket. Az x — 1 kiemelése

a fenti tablazat 1-hez tartozo sora segitségével torténhet:

et =28 x4 2=(z-1)(2® —2* -z —2). (4.4)

Az x — 2 gySktényezs 23 — 22 — 2 — 2 harmadfoki polinombél térténd kiemeléséhez

egy Ujabb Horner-tablat készitiink:

HBEENEIE)
E N ENENEN

Innen kévetkezik, hogy
-2~ —2=(r—2)(z* +x+1),
melyet (4.4)-be helyettesitve végiil
2t =2 —rr2=(z-1)(z-2)(@* +2+1)
adodik. Az egyenlet tovabbi megoldésai tehat pontosan az 2% +z+1 = 0 masodfoki
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egyenlet megoldasai, melyek megkeresését mar nyugodt szivvel bizzuk az olvasora.

5 1 0 1 "

x

4.4. dbra. Az f: R — R, f(x) = 2* — 223 — 2 + 2 polinom-
fliggvény grafja

4.2.1. Egy kozelité modszer

A fejezetet egy olyan modszer ismertetésével zarjuk, mely méar nemcsak algebrai
egyenletekre alkalmazhatd, hanem minden olyan f(z) = 0 egyenletre, ahol f egy
[a; b] intervallumon értelmezett, valos értékd, folytonos fiiggvény. Ez a modszer mar
kivezet a diszkrét matematika targykorébél, célunk vele csupén példat adni arra,
hogy céljaink elérése érdekében a diszkrét matematika és a kalkulus hogyan léptet-
het& parbeszédbe.

Keressiink olyan 1 és o pontokat az [a; b] intervallumban, melyekre f(x1) és f(x2)
elGjele kiilonb6z6. Ha nincsenek ilyen pontok, akkor az egyenletnek nyilvan nincs
megoldasa az [a,b] intervallumban. Ha vannak, akkor a Bolzano-tétel értelmében
az x1 és xro végpontu nyilt intervallum tartalmaz megoldast. Vegyiik az intevallum
felez6pontjat: legyen z3 = % Az f(x3) eljele az f(x1) és f(x2) elGjeleinek
egyikétdl biztosan kiilonbozik, igy a Bolzano-tétel szerint vagy az x1 és xg, vagy
az Ty és xz végpontd nyilt intervallumban van megoldasa az egyenletnek, és ezen
intervallum hossza fele az x1 és xo végpontu intervallum hosszanak. Megismételve

az eljarast, az n-edik lépésben méar egy |x21,;‘/€2| hossziisagi intervallumot kapunk,

amely biztosan tartalmazza az egyenlet egy megoldasat. Vilagos, hogy ha n tart
a veégtelenbe, akkor az intervallumok hosszainak sorozata tart nulldhoz, azaz az
(x,,) sorozat az egyenlet egy megoldasahoz konvergal. Fontos megjegyezni, hogy

ez az ugynevezett intervallumfelezés modszere véges sok lépésben altaldban nem
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4.5. dbra. Az intervallumfelezéses eljaras elsé négy lépése

vezet pontos megoldéshoz, csak kozeliti azt. Emiatt el6irunk egy pontossagot, és
az iteraciot mindaddig végezziik, amig a keletkezd intervallum hossza (és ezaltal az
intervallum barmely pontjanak a pontos megoldastol valo tavolsaga) kisebb nem
lesz, mint az el6irt pontossag.

Példaként keressiink az f(z) = 23 + Inx — 5 = 0 egyenletnek megoldasat az [1;2]
intervallumon, 0,1 pontossaggal! Mivel f(1) = —4 és f(2) = 3,6931, igy valoban
van megoldas az ]1;2[ intervallumon. Legyen 1 = 1, 25 = 2 és x5 pedig a fe-
lez6pont: x5 = 1,5. Ekkor f(1,5) = —1,2195, és lévén f(1,5) negativ, f(2) pedig
pozitiv, igy az ]1,5; 2[ intervallum biztosan tartalmazza az egyenlet egy megoldasat.
Legyen x4 = % = 1,75 az ]1,5; 2[ intervallum felezépontja. Most az f(1,75) =
= 0,919 elsjelét figyelve megallapithato, hogy a ]1,5;1,75] intervallumban garan-
taltan van megoldas; az eljarast ennek az intervallumnak a felezésével folytatjuk:
legyen zg = 25ELT = 1625 Mivel f(1,625) = —1,1944, most Gjra az interval-
lum kezdSpontjat cseréljiik le: az ]1,625;1,75] lesz a megoldast biztosan tartalmazo
intervallum. Ennek felez6pontja x7 = 1,6875, és mivel f(1,6875) = —0,7178, igy
a megoldast tartalmazo intervallum az |1,6875;1,75[ nyilt intervallumra sztkiil.
Ennek az intervallumnak a hossza mar kisebb, mint 0,1, igy megéllhatunk: az in-

tervallum barmelyik pontja kozelebb van az egyenlet egy megoldasahoz, mint 0,1.
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4.6. dbra. Az f: R — R, f(z) = z3 +Inx — 5 fiiggvény grafja
az [1;2] intervallum folott

4.3. Feladatok

4.1. Feladat. Oldjuk meg a komplex szamok halmazan az alabbi egyenleteket!
a) 322 —2x+1=0
b) 22 +22+5=0
¢) 2* 4+ (—4+3i)zr+1-5=0
d) 2+i)22 - (5—-i)z+2-2i=0
e) #3 — 922 + 182 +28 =0
f) 23 —3ix? + 32 —i=0
g) 2 —6x+4=0
4.2. Feladat. Hatérozzuk meg a kévetkezs egyenletek racionalis gyokeit!
a) 23— 222 +2-2=0
b) 22 — 322+ 52 —4=0
c) zt =32+ 322 — 62 —4=0
4.3. Feladat. Oldja meg az aldbbi egyenleteket a komplex szamok halmazan!
a) zt — 823 + 1822 — 27 =0

b) % — 423 — 82 +32=0
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4.4. Feladat. Oldja meg az z® — x — 2 = 0 egyenletet algebrai és intervallum-
felezéses modszerekkel, az utébbinél 0,1 pontossaggal! Hany tovabbi 1épésre lenne
még sziikség a 0,01 pontossag eléréséhez? Segitségiil megmutatjuk az f: R — R,
f(z) = 23 — x — 2 polinomfiiggvény grafjat (4.7. dbra).

4.7. dbra. Az f: R = R, f(z) = 23 — 2 — 2 polinomfiiggvény
grafja
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5. Algebrai struktarak

Az el6z6 fejezetekben gyakran el6fordult, hogy bevezettiink valamilyen 4j objek-
tumot (szamot, polinomot, stb.), majd azokon miiveleteket értelmeztiink. Ebben a
fejezetben megprobalunk az objektumoktoél elvonatkoztatni, és csak a miiveletekre,
valamint azok tulajdonsagaira koncentralni.

Elgszor azt tisztazzuk, mit is értiink miveleten. A matematikaban mtveletvég-
zéskor tulajdonképpen az torténik, hogy egy halmazbol vesziink két elemet (ettél
lesz kétvaltozos a mitvelet), és ahhoz hozzarendeljiik ugyanazon halmaz valamely

elemét. Az S nemiires halmazon értelmezett kétvdltozds miveleten tehat egy
f:9x8—=8

fliggvényt értiink. Ily modon az egész szamok halmazén az Gsszeadason, a szor-

s

5.1. dbra. Az S halmazon értelmezett kétvaltozés miivelet
S barmely két eleméhez egyértelmiien hozzarendel egy szintén
S-beli elemet

zéson, és a kivonason kiviil mivelet lesz példaul a legnagyobb k6z6s oszt6 képzése
is. De nem lesz miivelet az osztés, hiszen az nem hajthatd végre barmely két egész
szammal. Megjegyezziik, hogy f helyett altalaban valamilyen ,miiveleti jelet” (+
+,,U, N, %, %,...) irunk, és ekkor f(a,b) helyett pedig az a + b,a-b,aUb,aNb,a*
*b,a b, ... szimbolumot hasznaljuk.

Az S halmazt a rajta értelmezett fi, fo,... miiveletekkel egyiitt algebrai struktu-
rdanak nevezzik, és erre az (5, f1, fo,...) jelolést alkalmazzuk. Legutobb példaul a
(T'[z], +, -) algebrai struktarat ismertiik meg, ahol T[x] a T feletti (T alatt egyels-
re még mindig a racionalis, valos, vagy komplex szamok halmazanak valamelyikét
értjiik) Osszes polinomok halmazat jeloli, a + és a - szimbolumok pedig a rajta
értelmezett Osszeadast, illetve szorzast.

Azt mondjuk, hogy az S halmazon értelmezett x miivelet asszociativ, ha minden
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a,b,c € 5 esetén

(axb)xc=ax(bxc)

teljesiil.

Asszociativ miivelet példaul az Osszeadés és a szorzas az egész szamok halma-
zan, az Osszeadas és a szorzas a polinomok halmazan, az 6sszeadas és a szorzés a
komplex szamok halmazéan, az uni6é egy nemiires halmaz hatvanyhalmazan, a fiigg-
vények kompozicioja, stb. Viszont a kivonés az egész szamok halmazan, az osztas
a nemnulla valés szamok halmazan, a vektorialis szorzas a 3 dimenzios euklideszi
tér vektorain mar nem asszociativ mtveletek.

A kovetkezd tétel azt allitja, hogy asszociativ mivelet esetén a zardjelezés sza-

badsaga nemcsak harom, hanem tetsz6leges szamu elemre fennall.

5.1. Tétel. Ha az S halmazon értelmezett x mivelet asszociativ, akkor véges sok

elemen végrehajtott mivelet eredménye fiiggetlen a zdrdjelezéstdl.

Bizonyitds. Legyen n > 3 és a1,as,...,a, € .5, és legyen
A=(...((a1 xaz) xaz) *---) * an,

tovabba jeldlje az a1, as, ..., a, elemeknek egy tetszbleges zardjelezés melletti mii-
veleti eredményét B. Az n szerinti teljes indukciéval megmutatjuk, hogy A = B.
Ez n = 3-ra az asszociativitas kovetkezménye. Most tegyiik fel, hogy n > 3, és
az allitds igaz minden haromnal nagyobb vagy egyenld és n-nél kisebb természetes
szamra. Vilagos, hogy B felirhato C' % D alakban, ahol C és D legfeljebb n — 1
elem valamilyen zarojelezés melletti eredménye. Ha a D kifejezés csak az a,, elemet
tartalmazza, akkor B = C * a,,, és az indukcios feltevést alkalmazva C-re B = A
adodik. Ha pedig D legalabb 2 elemet tartalmaz, akkor az indukcios feltevés szerint
D = E xa,, ahol E-ben az elemek szama mar csak legfeljebb n — 2. Alkalmazva az

asszociativitast, majd az indukcits feltevést C' * E-re, kapjuk, hogy

B=C+«D=Cx(Exay,) =(C*E)*xa, =

=(...((a1 *az)*ag)*---) *xa, = A.
]

Azt mondjuk, hogy az (S, *) algebrai struktura félcsoport, ha x asszociativ. Ilyen
példaul az (N, +) és az (N, ), stb.
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Legyen * az S halmazon értelmezett mtvelet. Ha S-ben van olyan e elem, hogy
exa =a és axe = a teljesiilnek minden a € S esetén, akkor ezt az e elemet (a *
miiveletre vonatkozo) neutrdlis elemnek nevezziik. Ha a miivelet 6sszeadas, akkor
a neutralis elemet zéruselemnek, mig szorzas esetén egységelemnek is nevezzik.

Példaul

— az N, Z,Q, R, C halmazokon értelmezett Gsszeadas és szorzas neutralis elemei

rendre a 0 és az 1;

— a T feletti polinomok korében értelmezett Osszeadas és szorzas neutralis ele-

mei rendre az azonosan nulla polinom és az f(z) = 1 polinom;

— egy H halmaz hatvanyhalmaza felett értelmezett uni6é mtveletének a neutralis

eleme az iires halmaz;

— az egész szamok korében értelmezett legnagyobb kozos osztd miiveletének

neutralis eleme a 0.

Koénnyen belathatd, hogy egy algebrai struktiraban miveletenként legfeljebb
egy neutralis elem lehet, ugyanis ha e és f is neutralis elemek volnanak a * m-
veletre nézve, akkor egyrészt e x f = e, masrészt e x f = f, melyekbdl a miivelet
eredményének egyértelmiisége miatt e = f kovetkezik.

Legyen * az S halmazon értelmezett miivelet, melyre vonatkozo neutralis elem
az e. Azt mondjuk, hogy az S halmaz a elemének létezik inverze, ha van olyan
x € 5, hogy a*x =z xa = e teljesiil. Ekkor az x elemet az a inverzének nevezziik
és a-nel jeloljiik. Ha a mivelet dsszeadas, akkor az a elem inverzét szokis —a
val is jelolni és az a ellentettjének nevezni. Ha a miivelet a szorzas, akkor az inverz
elemet gyakran reciproknak hivjuk.

A (Z,+) és (Z,-) félcsoportok koziil az els6ben a 2 inverze a —2, a masodik-
ban azonban a 2 elemnek nem létezik inverze. Kénnyt latni, hogy (Z,+) algebrai
struktiraban minden elemnek van inverze, a (Z,-)-ban csak a —1 és 1 elemeknek
létezik inverziik, és mindkettének az inverze énmaga.

5.2. Tétel. Legyen (S, ) neutrdlis elemmel rendelkezd félcsoport. Ekkor:

1. S minden elemének legfeljebb egy inverze van.

-1

2. Ha az a € S-nek létezik inverze, akkor a='-nek is és (a=1)~! = a.

3. Ha aza ésb S-beli elemeknek létezik inverziik, akkor axb-nek is és (axb)~1 =

=b"lxag L.
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Bizonyitds.
1. Tegyiik fel, hogy b és ¢ az a elem inverzei. Ekkor bxa =a*b=e és cxa =
=axc=eés

c=cxe=cx(a*xb)=(cxa)xb=exb=0.

1 1

2. Mivel axa™' = a~ ! xa = e, igy a tényleg inverze a~'-nek, és az el6z6 pont
értelmében nem létezik mésik inverz.

3. Az asszociativitas miatt

(a*b)*(b_l*a_l) :a*((b*b_l)*a_l) =
=ax*(exa ') =axat=e,

és hasonléan kapjuk azt is, hogy (b~' xa~!) * (a * b) = e. O

Az S halmazon értelmezett x miivelet kommutativ, ha minden a,b € S esetén
axb=>bxa.

Ahogy azt a kovetkezs tétel mutatja, a kommutativitds és asszociativitas egytitt

egy igen kényelmes szamolési lehetGséget biztosit.

5.3. Tétel. Kommutativ félcsoportban véges sok elemen végrehajtott mivelet ered-

meénye sem a zdrdjelezéstdl, sem az elemek sorrendjétdl nem fiigg.

Bizonyitds. Nyilvan, ha a mtveletet véges sok elemen hajtjuk végre, abban barmely
két szomszédos elem sorrendje felcserélhetd, ugyanis az el6z6 tétel miatt a zardjele-
zést iranyithatjuk tgy, hogy el6szor a szoban forgd két elemen kelljen a miiveletet
elvégezni, majd arra a két elemre alkalmazhatjuk a kommutativitast. Mivel szom-
szédos elemek véges sokszori felcserélésével az elemek barmely sorrendjéhez el lehet

jutni (lasd buborékrendezés), az allitas igaz. O

Azt mondjuk, hogy az (5, %) algebrai strukttra csoport, ha x asszociativ, S-nek
van neutralis eleme és S minden elemének létezik inverze. Ha az (.S, *) csoportban
x kommutativ, akkor a csoportot kommutativ csoportnak vagy Abel-csoportnak ne-
vezziik. Példaul a (Z,+), (Q,+), (Q\ {0}, ) (Miért kell kivenni a nullat?), (T'[x], +)
algebrai strukturak mindegyike Abel-csoport. Nemkommutativ csoportokra a ké-
s6bbiekben fogunk példat mutatni.

Megjegyezziik, hogy az 5.2. tétel 3. része miatt egy neutralis elemmel rendelkezd

S félcsoport invertalhato elemeinek halmaza csoportot alkot a félcsoport miiveletére
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nézve. Ezt a félesoport egységesoportjanak nevezziik, és U(.S)-sel jeloljiik. Példaul
Uz)={-1,1}.

Konnyen lathato, hogy ha csak a péaros (2-vel oszthato) egészek halmazat te-
kintjiik, az szintén csoportot alkot az egész szamok Gsszeadasara nézve, ugyanis két
péros szam Osszege is paros, a 0 is paros, és minden péaros szam ellentettje is péaros.
Legyen (G, *) csoport és H egy részhalmaza a G-nek. Azt mondjuk, hogy H rész-
csoportja G-nek, ha (H,*) is csoport, azaz H maga is csoportot alkot a G-beli
csoportmiiveletre nézve. Mint az imént lattuk, a (Z, +) csoportnak a paros szamok
halmaza részcsoportja. Annak eldéntése, hogy egy részhalmaz részcsoport-e vagy

sem, altaldban az alabbi tétel segitségével torténik:

5.4. Tétel (Részcsoport-kritérium). A (G, x) csoport H nemiires részhalmaza ak-

kor és csak akkor részcsoport, ha a=! xb € H bdrmely a,b € H esetén.

Bizonyitds. Definicié szerint, ha H részcsoport, akkor barmely a,b € H esetén a ™!,

tovabba a~! x b szintén elemei H-nak.
Forditva, tegyiik fel, hogy a~! x b € H tetszSleges a,b € H esetén. A b helyett

1

a-t valasztva kapjuk, hogy e = a~" * a is benne van a H-ban, és ha b helyett e-t

1 1

irunk, akkor azt kapjuk, hogy a™ xe = a~" is a H-ban van, tehat H minden
elemének az inverze is H eleme. Ekkor viszont valaszthatunk a helyett a~!-t, igy
axb € H adodik, tehat « miivelet a H halmazon. Mivel az asszociativitas 6roklédik

G-bdl, a bizonyitas készen van. O

A kovetkezokben olyan algebrai struktarékkal foglalkozunk, melyekben mar két
kétvaltozos mivelet van. Az (S, +,-) algebrai struktirat gydridnek nevezziik, ha a

kévetkezs tulajdonsagok mindegyike teljesiil:
1. (S,+) Abel-csoport;

2. minden a,b,c € S esetén
a-(b+c)=a-b+a-c és (b+c)-a=b-a+c-a,

azaz a szorzas az Osszeadasra nézve mindkét oldalrol disztributiv.

Megjegyezziik, hogy a gytirtimiveletek nem feltétleniil az 6sszeadés és a szorzas kell,
hogy legyenek, de mivel a legtébb esetben mégis azok, nem tartottuk indokoltnak
a definicioban absztrakt miveleti jelek hasznalatat. Gytrtdk példaul a (Z,+,-),
(R,+,), (T[z],+,-) és a (P(H),A,N) algebrai strukttrak. Ez utébbinal H egy
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nemiires halmaz, P(H) a H hatvanyhalmaza, A pedig a halmazok szimmetrikus
kiilonbsége, azaz AAB = (A\ B) U (B \ A). Itt most a szimmetrikus kiilénbség

jatssza az Osszeadés, mig a metszet pedig a szorzés szerepét.

R

5.2. abra. Gytirtiben barmely két elem Gsszege mellett azok
szorzata is eleme a gy(rtinek

Teljes indukci6val kdnnyen bizonyithato, hogy egy gytird tetszéleges

a1, ,0m, b1,...,b, elemeire érvényes, hogy

m n m n
(Zm)- ij :ZZai-bj.
i=1 j=1 i=1 j=1
Azt mondjuk, hogy a gytiri asszociativ, ha a - asszociativ; kommutativ, ha a -
kommutativ; egységelemes, ha (.9, -)-nak van neutralis eleme.
A részcsoportokéhoz hasonléan értelmezziik a részgytird fogalmét. Azt mond-
juk, hogy az R gytr{ egy H részhalmaza részgyiridje R-nek, ha maga is gytird az

R-beli gytrtimiiveletre nézve.

5.5. Tétel (Részgytird-kritérium). A (R, +,+) gydrd H nemiires részhalmaza akkor

€s csak akkor részgyidri, ha barmely a,b € H esetén a —b és a-b is elemei H-nak.

Reészgytirtje példaul a paros szamok halmaza az egész szamoknak, az egész
szamok a valos szamoknak, a valds szamok a komplex szdmoknak a szokasos mii-
veletekre nézve.

Most az egész szamok bizonyos részhalmazai segitségével konstrualunk djabb

gytriiket. Legyen m egy rogzitett, egynél nagyobb egész szam, és legyen
Zm ={0,1, ... ,m—1}.

Definialjuk a Z,,, halmazon az 6sszeadast és a szorzast a kovetkezSképpen: a + ,,,b,

illetve a - ,,b alatt az a+ b, illetve ab egész m-mel val6 osztési maradékat értjiik. Az
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egész szamokra vonatkozd maradékos osztas tétele és annak kdvetkezményei miatt
+m €s -, miveletek a Z,, halmazon, s6t, Z,, kommutativ és asszociativ egységele-
mes gytrd, melyet az egész szamok modulo m szerinti maradékosztdly gyirdjének

hivunk. Az 5.3. 4bran megmutatjuk Zs, az 5.4. dbran pedig a Zg Osszeado- és

szorzotablajat.
(2 JO[1] [=2]0]1]
0 011 01 0
1 1 1 01
5.3. abra. Zy Ssszeado- és szorzétablaja
[ +e JO[1[2[3[4]5] [[[O[1[2][3[4]5]
0 0112|345 0|)Jo0j]0O]O]O|O0]O
1 1121341510 1 0112345
2 2134|501 211012 (4]0]2]4
3 3145|012 31/0(]3]013]|0]3
4 415101123 410141210412
5 510111234 511015141321

5.4. dbra. Zg 6sszeado- és szorzétablaja

Az (R,+,-) gytird egy nullatol kiillonbozs a elemét nullosztonak nevezziik, ha
van olyan nullatol kiilonb6z6 b € R, hogy a-b = 0 vagy b-a = 0. Az R gytrd
nullosztomentes, ha nem tartalmaz nullosztot.

Konnyti 1atni, hogy a Zg gytriiben 2 - 463 = 0, tehat a 2 és a 3 nullosztok. A
kommutativ, asszociativ, egységelemes, nullosztomentes gytiriiket integritds-tarto-
mdnyoknak is nevezziik.

Emlékezziink vissza, hogy a valos szdmok nullosztémentességét erésen kihasz-
néltuk példaul az 23 —x = 0 egyenlet megoldasakor. Ugyanis a bal oldalt szorzatta
alakitva x(2? — 1) = 0 adédik, ahonnan, mivel a valos szdmok korében egy szorzat
csak akkor 0, ha valamelyik tényezéje 0, mondtuk, z = 0 vagy x? — 1 = 0 kivetke-
zik. A gondolatmenet helyessége abbol kovetkezik, hogy ha egy R gytiri valamely a
elemének van inverze a szorzasra nézve, akkor az nem lehet nulloszt6. Ugyanis ha a
mégis nulloszto lenne, akkor lenne olyan b € R\ {0} elem, hogy ab = 0. Az egyenlet
mindkét oldalat a~!-nel balrél megszorozva b = 0 ad6dik, ami ellentmondas. Mivel
a valos szamok korében minden nullatdl kiillonb6z6 elemnek van inverze, ezért R

tényleg nem tartalmaz nullosztot.

69



Az (R, +,") gytrtt testnek nevezziik, ha (R \ {0},-) Abel-csoport. A Komplex
szamok cimii fejezet elején tulajdonképpen azt igazoltuk, hogy az R x R halmaz a
rajta bevezetett Osszeadassal és szorzassal testet alkot. Belathatd az is, hogy Z,,
pontosan akkor test, ha m prim.

Legyen T egy test, és T egységelemét jelolje 1. Azt a legkisebb n pozitiv egész
szamot, melyre

14+---+1=0,
n db

a T test karakterisztikdjanak nevezziik. Ha nincs ilyen n, akkor azt mondjuk, hogy a
T test karakterisztikdja nulla. Vilagos, hogy a Q, R és a C testek karakterisztikaja 0,
mig a Z, test karakterisztikdja p. A test nullosztéomentességét kihasznalva kdnnyen
igazolhato, hogy egy test karakterisztikdja vagy 0, vagy prim.

Ha a T test egy részhalmaza maga is testet alkot a T-beli miiveletekkel, akkor
azt a részhalmazt T résztestének mondjuk.

A polinomok témakorén beliil mindvégig rogzitve volt egy T szamhalmaz, mely-
bdl a polinomok egyiitthatoit vettiik. Ott azt mondtuk, hogy legyen T a Q, R vagy
C halmazok egyike. Most utélag mar azt is mondhatnank: legyen T egy test. Az
olvasora bizzuk annak ellenérzését, hogy a Polinomok cimi fejezet allitasai akkor
is igazak maradnak, ha T alatt a fent felsoroltaktol kiilonbozs testet értiink.
Legyen most T = Zo, és tekintsiik e folétt az f(x) = x és a g(z) = x? polino-
mokat. Mivel a Z test Osszesen két elemet tartalmaz, az f-hez és g-hez tartozo

polinomfiiggvények az

egyenlGségek altal adottak. Ezzel a példaval azt akarjuk érzékeltetni, hogy kii-
16nb6z6 polinomokhoz tartozhat ugyanaz a polinomfiiggvény, tehat vannak olyan
koriilmények, amikor polinom és polinomfiiggvény kozott kiilonbséget kell tenni.
Kénnyt belatni, hogy Zs felett végtelen sok polinom van (pl. , 22,23, ...) de csak
négy kiillonb6z6 polinomfiiggvény.

Végiil emlitést tesziink egy, az informatikdban kiilondsen fontos algebrai struk-
tararol. Az (S,U,N) algebrai struktarat hdlonak nevezziik, ha az alabbi tulajdon-

sagok mindegyike teljesiil:

1. (S,U) és (S,N) kommutativ félcsoport,

70



2. teljesiil a ngynevezett elnyelési torvény, azaz
aU(anb)=a ¢és anN(aUd)=a

fennallnak barmely a,b € S-re.

Halot alkot példaul a H nemiires halmaz Gsszes részhalmazaibol 4116 P(H) hatvany-
halmaz a halmazok uni6jara és metszetére nézve. S6t, ekkor az is elmondhaté, hogy
mindkét miveletre nézve van neutralis elem () és H), mindkét miivelet disztributiv
a mésikra nézve, tovabba P(H) minden eleméhez van olyan A, szintén P(H )-beli
elem (ez nem lesz mas, mint az H \ A), melyre igaz, hogy AUA = H és ANA = ().
Az ilyen tulajdonsagt halét Boole-algebrdnak nevezziik, az A — A egyvaltozos

miiveletet pedig komplementer-képzésnek.

5.1. Feladatok

5.1. Feladat. Igazolja, hogy tetsz6leges nemiires H halmaz félcsoport az axb =10

miivelettel! Van-e mindig neutralis eleme?

5.2. Feladat. Igazolja, hogy (QT, %) félcsoport, ahol QT a pozitiv racionalis sz4-

mok halmaza és
ab |

b= !
a * P

Van-e neutralis eleme?

5.3. Feladat. Csoport-e a (Z, %), ahol

a+b ha a péaros,
axb=

a —b ha a paratlan?

5.4. Feladat. Csoport-e a (R\ {—1},%), ahol a xb=a + b+ ab?

5.5. Feladat. Legyen c egy rogzitett pozitiv valos szam. Igazolja, hogy (] — ¢, ¢[, *)

csoport, ahol

axb= !
5.6. Feladat. Igazolja, hogy az

(AUB)\C=(A\C)U(B\C) e C\(AUB)=(C\A)U(C\B)
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egyenlGségek koziil az egyik igaz tetszbleges A, B és C' halmazokra, a méasik nem!
Ez indokolja, hogy a gytri fogalmaban a disztributivitast mindkét oldalrol meg-

koveteljiik.

5.7. Feladat. Legyen H egy nemiires halmaz, és jelolje P(H) a H Osszes részhal-
mazainak halmazat. Igazolja, hogy P(H) gytrd, ha az Osszeadas a szimmetrikus

differencia, a szorzas pedig a metszetképzés!

5.8. Feladat. Irja fel Z, és Zs Osszeado- és szorzotablajat! Keressen nullosztokat

és invertalhato elemeket ezekben a gytirtikben!

5.9. Feladat. Mutassa meg, hogy minden kett6tél kiilonb6zd karakterisztikaju

testben az x + x = 0 egyenletnek az © = 0 az egyetlen megoldasal
5.10. Feladat. Igazolja, hogy {a + b\/5 : a,b € Z} részgytrije (R, +, -)-nak!

5.11. Feladat. Vegyen egy tetsz&leges négyelemt halmazt, majd vezessen be rajta

olyan Osszeadast és szorzast, melyre nézve testet alkot!

5.12. Feladat. Vezessen be a H = {0,1} halmazon két kétvaltozos miveletet és
egy komplementer-képzést gy, hogy az igy kapott algebrai struktura Boole-algebra
legyen!
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6. Kombinatorikai alapok

Ebben a fejezetben a ,hanyféleképpen lehet” kezdetii kérdésekre keressiik a valaszt.

6.1. Variaci6, permutacio, kombinacio

Jol ismert, hogy 1 biten két kiilonb6z6 allapot abrézolhato, jeldlje ezeket 0 és 1.
Egy bajt pedig 8 bitbdl all. Hany kiilonbozs allapot dbrazolhato egy bajton? A

6.1. Abra. Az 1 bajton abrazolhaté ésszes allapotok

feladat egyszerti. A bajt els6 bitje 0 és 1 lehet, ez két lehetGség. Ugyanez igaz a
mésodik bitre is, igy az els6 két biten abrazolhaté kiilonbozdé allapotok: 00, 01, 10
és 11. Folytatva a harmadik helyiértékkel, az elézéleg kapott elem utan keriilhet
0 is és 1 is, ez 8 lehetGséget jelent. Folytatva az eljarast konnyen lathatjuk, hogy
8 biten 2% = 256 kiilonboz6 allapot abrazolhaté. A probléma a kovetkezéképpen
altalanosithato:

Ha n darab kiilonb6zé elembdl kivalasztunk & darabot tgy, hogy a kivilasztéas

sorrendje szamit, és egy elemet tobbszor is kivalaszthatunk, akkor az n elem egy

.....

vk o =n"
Egy jelenleg forgalomban 1évé CD lemez tarolokapacitasa 700 MB. Ez
t =700-1024-1024 - 8 = 5872025600

bit, melyen 2! kiilénbdzé allapot abrazolhatod, vagy més széval 2 darab kiilonbozd

tartalommal megirt CD lemez létezik. Erdekes belegondolni, hogy mi térténne,
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ha ezt mind legyartanidnk. Nagyrészt olyan lemezeket kapnank, melyek tartalmat
semmi nem tudné értelmezni, de koztiik lenne a kedvenc lemeziink, és valamelyiken
rajta lenne a jov6 évszazad slagere is, melyet még meg sem irtak. Ennek a kiilénos
jelenségnek nyilvan az az oka, hogy 2! egy szokatlanul nagy szam.

Kicsit mésabb, de hasonlé gondolatmenettel kezelhet6 az a probléma, hogy
hany kiilénb6z6 auté azonositaséra alkalmas a Magyarorszagon jelenleg hasznéla-
tos, harom bet(ibsl és harom szambol 4ll6 forgalmi rendszam, feltéve, hogy minden
rendszam kiadhato. Ha tgy vessziik, itt egy 6 hosszusagu karakter-sorozat elGalli-
tasa a cél, melynek els6, masodik és harmadik elemét 26 (az angol abécé bettinek
szama), a maradék harmat pedig 10 (a lehetséges szamjegyek szama) lehetGség ko-
ziil valaszthatjuk ki. Erre pedig 26° - 10° = 17576 000 lehet&ség van. Nyilvan a 6,
26 és 10 szamoknak nincs specialis jelent&sége, igy ismét probalkozhatunk éaltaléa-
nositassal. Ha kivalasztunk k darab elemet tgy, hogy az els6t ni, a masodikat no,
és igy tovabb, a k-adikat nj darab elem koziil valaszthatjuk, akkor ezen k darab
elem kivalasztasara nins - - - ng lehetdség van. Az elemek kivalasztasanak sorrendje
nyilvan szamit.

Ha n darab kiilonb6z6 elembdl kivalasztunk k£ darabot tgy, hogy a kivalasztas

sorrendje szamit, és egy elemet csak egyszer valaszthatunk, akkor az n elem egy

Az els6 elemet n darab, a masodikat méar csak a maradék n — 1 elem koziil va-
laszthatjuk ki. A harmadikra n — 2, az utolso, k-adik elem kivalasztasara méar csak

n — (k — 1) lehet6ségiink marad. Az eredmény tehat:

VE=nn—-1)---(n—(k—-1)).

n

Az n nemnegativ egész faktoridlisanak az

| 1 han < 1;
n! =

1-2-3--n han>1

egész szamot nevezziik. Megjegyezziik, hogy n! rekurzivan is értelmezhets az (n +
+ 1) =nl(n+1) és 0! =1 elsirasokkal. Alkalmazva ezt a jelolest,
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Ha a kivalasztasnal mind az n darab elemet felhasznéaljuk (tehat k& = n), akkor
tulajdonképpen az n elem egy sorrendjéhez jutunk, amely nem mas, mint az elemek
kivalasztasanak sorrendje.

n darab kiilonb6zs elem egy rogzitett sorrendjét az n darab elem egy (ismétlés

sl e

Az el6bb elmondottak szerint n darab elem permutaciéinak szama:

P,=V"=nl
Tehat egy 32 lapos magyarkartya-pakli megkeverésekor 32! kiilonb6z6 sorrend allhat
el6, amely mar egy 36 jegy( szam. Ha azonban olyan kartyajatékot jatszunk, mely-
ben csak a lapok szine szamit, az értéke nem, akkor egy adott keverés utan azonos
szind lapok sorrendjének valtoztatasaval a lapok egy maésik, de a jaték szempont-
jabol az eredetivel lényegében azonos sorrendjét kapjuk. Négy szin van, mindegyik
szinb6l nyolc lap, igy a lapok egy rogzitett sorrendjéhez 8!8!8!8! = (81)% a jaték
szempontjabol azonos sorrend rendelhetd. Ekkor a jaték szempontjabol kiilonbo6zé

sorrendek szama: 391

8181818!”
Ha n darab elem kozott van ki, ko, ..., k,, egymassal megegyezd, akkor ezen
n darab elem egy rogzitett sorrendjét az n darab elem egy ki, ko,..., ky tipusi

n darab elem ki, ko, ..., k,, tipusu ismétléses permutacidinak szdma:

n!

Prukzsokm ]
" kilka!- - k!

Az eddigi feladatokban a kivalasztas sorrendje fontos volt. Van azonban, amikor
ez nem szamit. Példaul az 6toslotton lényegtelen, hogy milyen sorrendben hizzuk
le a szamokat, csak az a fontos, hogy pont arra az otre tippeljlink, amit majd
kihtznak. Az els6 elemet 90 koziil, a masodikat a maradék 89-bdl, és igy tovabb,
az 5. szamot mér csak 86 koziil valaszthatjuk, {gy az 6t szam kivalasztésdra Vi =
= 90-89-88-87-86 lehetdségiink van. Azonban ugyanazt az 5 szamot Ps = 5! = 120
sorrendben jel6lhetjiik meg, és ez nyilvan ugyanazon tippnek szamit, igy ha biztos
ottalalatost szeretnék, legalabb

Viy ~90-89-88-87-86 90!

= — = 43949 268
P 5! 5!85!
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darab lottoszelvény kitoltése sziikséges.

Ha n darab kiilénb6z6 elembdl kivalasztunk k darabot tgy, hogy a kivélasz-
tas sorrendje nem szamit, és egy elemet csak egyszer valaszthatunk (vagyis egy n
elemi halmaznak kivalasztjuk egy k elemd részhalmazat), akkor az n elem egy k-ad
osztdalyu ismétlés nélkili kombindcidjdt kapjuk.

n elem Osszes k-ad osztalyd ismétlés nélkiili kombinacidéinak szamas:

vE n!

k __
Cn = By T MR

Az #lk)' szam jelolésére, ahol 0 < k < n, az (Z) jelolést is hasznaljuk, melyet ,,n
alatt a k”-nak olvasunk. Ha pedig 0 < n < k, akkor (Z) értékét O-nak tekintjiik, ami
Osszhangban van azzal, hogy n kiilonb6z6 elem koziil n-nél tébbet ismétlés nélkiil
nem lehet (0-féleképpen lehet) kivalasztani.

Adosok vagyunk még azzal az esettel, amikor egy elemet tobbszor is kivéalaszt-
hatunk.

Ha n darab kiilénbozd elembdl kivalasztunk k darabot tgy, hogy a kivalasztas
sorrendje nem szamit, és egy elemet tobbszor is kivalaszthatunk, akkor az n elem
egy k-ad osztdlyu ismétléses kombindciojat kapjuk.

n elem k-ad osztalyt ismétléses kombinacidinak C*

n,ism

szadma mar nem kapha-
t6 meg a fentiekhez hasonld, egyszerii okoskodassal. Az &dltalanossag nyilvan nem
sériil, ha azt feltételezziik, hogy az n darab elem, melybdl valasztunk éppen az
1,2, ...,n szdmok. Valasszunk ki ezekbdl k darabot gy, hogy egy elem tobbszor
is szerepelhet! Jelolje a legkisebb kivalasztott elemet aj, a kovetkezst aq, és igy

tovabb, végiil a legnagyobbat ay! Ekkor
I<ar<as<az < <ap <n,
ahol az ismétlés miatt egyenlGség is el6fordulhat. Tovabba, a
bp=a1, ba=ax+1, by=as+2, ..., bp=ap+(k—1)
elemek kozott mar nincsenek egyenléek és
1< <ba<by<---<bpy<n+k-1,

tehéat a by, bo, ..., by elemek tekintheték tgy, mintha az 1,2, ..., n 4+ k — 1 elemek

koziil valasztottuk volna ki ket ismétlés nélkiil. Az olvasé konnyen belathatja,
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hogy ez a hozzarendelés megfordithato, azaz n darab elem minden k-ad osztélyd
ismétléses kombinacidja n + k — 1 darab elem pontosan egy k-ad osztalyd ismétlés

nélkiili kombinaciojahoz tartozik. Igy

n+k—1
CS ism Ok+k 1 — < k > .

A hanyag postés tehat, aki a szorolapok kiosztésat esetlegesen végzi, 6 egyforma
szoérolapot 10 postaladaba

15
Clﬁo,ism = CV165 = (6) = 5005

-féleképpen tud elhelyezni, ugyanis mind a 6 szorolap elhelyezéséhez a 10 postalada
koziil valaszt egyet, nem torédve azzal, hogy esetleg valamelyikbe tobbet is dob,

igy valoéban 10 elem 6-od osztalyu ismétléses kombinacidjarol van szo.

6.2. Binomidlis és polinomilis tétel

Az (z + y)? = 22 + 22y + y? azonossig jol ismert, és konnyen ellenérizhets. Most
képletet adunk (z + y)™ kiszamitasara tetszoleges n nemnegativ egész esetén. Vi-

lagos, hogy (z + y)™ olyan n tényezds szorzat, melynek minden tényez8je x + y:

(z+y)z+y)---(x+y). (6.1)

n darab tényezd

Ha alkalmazzuk a disztributivitast, és minden tagot minden taggal megszorzunk,
az eredmény egy olyan Osszeg lesz, melynek minden tagja z*y' alakua, ahol k +

+ 1 = n. Most megszamoljuk, hany esetben kapjuk az ¥y —*

szorzatot. Ilyen tag
agy all els, ha (6.1) pontosan k darab tényez§jébol valasztunk a-et, a maradék
n — k tényez6bdl pedig az y-t, és azokat szorozzuk Ossze. n darab tényezébdl k
darabot pedig C¥-féleképpen valaszthatunk, ugyanis a szorzas kommutativ, és igy

a kivalasztas sorrendje nem szamit. A kovetkezs tételt bizonyitottuk.

6.1. Tétel (Binomialis tétel). Legyenek x,y valamely T test elemei, és legyen n

nemnegativ egész. Ekkor
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A fenti formula magyarazatot ad arra, miért is nevezik az (Z) szamokat bino-
midlis egyilitthatoknak.

A binomialis tétel kiterjeszthets tobbtaga 6sszeg hatvanyozasara. Legyen k > 2
egész, és legyenek xy, o, ...,z valamely test elemei. Szamitsuk ki az (z1 + x2 +

+ -+ + x%)™ hatvanyt, ahol n > 0 egész! Ez egy n-tényezss szorzat:

(x1+aza+ - +ap)" =@ a2+ Fag) - (x1+x24+ - + %) (6.2)

n darab tényezd

A zaroéjelek felbontasa utan a tagok xil x? e xzk alakuak, ahol i1 +is+- - -+1ip = n.
Pontosan ezt a tagot kapjuk, ha (6.2) jobb oldalan allé szorzat n tényezGje koziil
i1-b6l x1-et valasztunk, a maradék n — iy tényezd koziil io-bdl valasztunk xo-t, és

igy tovabb. Tehat Gsszesen

n n—il ’n—il—’ig—-"—ik,1
i is n

n! (n—17)! (n—iy—ig— -+ —ip_1)!
T iln— i) ialn— i1 —ia)! gl (n—iy —dp— - —ip)]
—0l=1
n!
T igligh g

esetben kapjuk az xzf xéz e xz" tagot.

6.2. Tétel (Polinomialis tétel). Legyenek k > 2 ésn > 0 egészek, €s x1,xa, ..., Ty

valamely test elemei. Ekkor

n! L ,
n __ (3 2 1k
(l’l+l’2+"’+xk) = Z m$11$22"'$k.
t1tiz+-Fig=n
A k = 2 estben nyilvan a binomialis tételt lathatjuk viszont.
Példaként megnézziik (a + b + ¢ + d)® esetén az a?bc®d? tag egyiitthatojat. A

tétel szerint ez
8!

Szl 1080

6.3. A binomidlis egyiitthaték tulajdonsagai

Most attekintjiik a binomialis egyiitthatok néhany alapvets tulajdonsagat. Legyen

n nemnegativ egész, és 0 < k < n.
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n elem koziil k darabot ugy is kivalaszthatunk, hogy megmondjuk, melyik az

az n — k darab elem, melyet nem valasztunk. Erre reflektél az

()= 63

egyenl@ség, mely algebrai titon is konnyen igazolhato:

(nﬁk> T n— k)!(nni (n—k)!  (n —nl!c)!k! - k!(nni k) (Z)

Most vegyiink a meglévs n elemiinkhéz egy djabb, n + 1-edik elemet, és valasszunk
ki beldle visszatevés nélkiil k+ 1 elemet! Ez kétféleképpen torténhet: vagy kozte van
az 4j elem a kivalasztottaknak (és k darab pedig az eredeti n elem koziil valo), vagy
mind a k+1 elem a régiek koziil valo. Az elsére C¥, a masodikra CE*1 lehetéségiink
van. Kaptuk tehét, hogy C’Sﬂ = CF + Ok azaz

(Zi D - <Z> * </~c i 1)' (6.4)

Ez az egyenl@ség is nyilvan bizonyithatoé algebrai titon: a bal oldal

<n+1) (n+1)! B (n+1)!

kE+1

(k+D!n+1—(k+1)) (k+D(n—k)!

mig a jobb oldal

(Z) * <kj—1> - k!(nni PIRRCE 1)!(nni TESIE

melybdl kézos nevezdre hozés utéan

n n \ _nlk+1)+nl(n—k)
(k) + (k+1> BECES I
n(k+14+n—k) (n+1)!

E+Din—k)!  (k+1l(n— k)

adodik, tehat a bal és jobb oldalak kézotti egyenlGség fennall.

Felhasznalva ezt a tulajdonsagot, a binomialis egyiitthatok kdnnyen felirhatok
a 6.2. abran lathato haromszog alaka elrendezésben. A haromszog sorainak és a
sorok elemeinek szédmozasa nullaval kezdddik, a nulladik sor csak az 1-et tartal-

mazza. A kovetkezs sorokban minden elem a felette balra és felette jobbra talalha-
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NEPARN.T4 NN
[+ ][ e ][ 25 J[ 20 ][ 15 ][ 6 J[ 1]

6.2. 4bra. A Pascal-haromszog

t6 két szam Osszege (a sor széleinél a hidnyzo elemet nullanak tekintjiik). Példaul
a masodik sorban az els6 szam 0 + 1 = 1, a méasodik szdm pedig 1 + 1 = 2.
Az igy szerkesztett haromszoget Pascal-hdromszignek nevezziik, mely n-edik sora-

nak k-adik eleme éppen (}). A (6.3) azonossag a Pascal-haromszdg szimmetrikus

()= () () e () o

egyenlGség azt allitja, hogy a Pascal-haromszog n + 1-edik soranak &+ 1-edik eleme

tulajdonsagara utal.

a folotte 1évs sorok k-adik elemeinek Gsszege. Bizonyitasa (6.4) tobbszori alkalma-

L
L s JLs [ 1]
L

[ e Jle J[ e J[ 1]

|
[+ ][5 J[ w0 J[w0][s J[ 1]

Lt [ e J[ws J[ 20 J[ 15 [ 6 J[ 1]

6.3. bra. A (6.5) azonossag az n = 5, k = 2 esetben
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zasaval konnyen elvégezhetd:

(ZE) - <Z>+ %il) -

Végiil bebizonyitjuk, hogy

Valéban,

(n—i—l) B (n+1)! B nl(n+1) B
k+1) (k+D)n+1—(k+1)  kl(k+1)(n—k)!

n+1 n! ~n+1l(n
Ck+1kl(n—k)  k+1\k)

6.4. Feladatok

6.1. Feladat. Hany darab hatjegyd szam van a 10-es szamrendszerben? Ebbdl

hény darab nem oszthat6 10-zel?

6.2. Feladat. Egy lifthez 5 ember érkezik, de egyszerre csak 3 ember fér be.

Hanyféleképpen valaszthatjuk ki az els6 menet utasait?

6.3. Feladat. Egy 15 tagu klub elnokot, titkart és jegyzot valaszt. Hanyféleképpen
tehetik ezt meg? Es ha Kovéacs trnak mindenképp szeretnének valami tisztséget

adni?

6.4. Feladat. Hanyféleképpen iiltethetd le egy padra 10 gyerek? Es egy kerekasz-
tal koré? (Ez utobbinal az egyméasba forgatéassal atvihetd tilésrendeket azonosnak
tekintjiik.)

6.5. Feladat. Hany kiilonb6z6 szamsorozatot kapunk, ha tizszer dobunk egy koc-
kéaval?
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6.6. Feladat. 10 egyforma sort, 6 egyforma roviditalt és 9 egyforma iidit6t osztunk
ki 25 ember kozott gy, hogy mindenki pontosan egyvalamit kap. Hanyféleképpen
tehetjiik ezt meg?

6.7. Feladat. Hany olyan hatjegyi szam van, melyben pontosan két szamjegy

azonos?

6.8. Feladat. Hany olyan hatjegyt szam létezik, amelyben van két azonos szam-

jegy? Es hany ilyen tizenotjegyt szam létezik?

6.9. Feladat. Hanyféleképpen tolthets ki egy hatoslotto szelvény? Hany 5, 4 és 3

talalatos kitoltés van?

6.10. Feladat. Egy 8 férfibol és 5 nébdl allo tarsasagbol hanyféleképpen valaszt-
hatunk 6 {6t agy, hogy legalabb két né legyen koztiik?

6.11. Feladat. Otfajta szeletelt csokit arulnak. Hanyféleképpen vehetiink 12 sze-
letet?

6.12. Feladat. Egy 14 mérkézéses TOTO els6 négy meccsérsl tudjuk, hogy biz-
tosan nem végz&dhet dontetlennel. Legalabb hany szelvényt kell kitolteni ahhoz,

hogy biztosan legyen telitalalatos?

6.13. Feladat. Igazolja kombinatorikai megfontoléssal, hogy egy n elemd halmaz-

nak 2" darab részhalmaza van!
6.14. Feladat. A (6.5) Osszefiiggés alapjan adjon rekurziv formulat az (2) bino-
mialis egylitthato kiszamitasaral

6.15. Feladat. A binomialis tétel alkalmazaséval allapitsa meg, hogy a (212 + %)9
kifejezésben, a hatvanyozas és a lehetséges Gsszevonasok elvégzése utéan, mi lesz az

20 egyiitthatojal

6.16. Feladat. A hatvanyozés és a lehetséges Gsszevonasok elvégzése utdn mennyi

lesz az x°y222 tag egyiitthatoja az (z + 3y + 22)° kifejezésben?

6.17. Feladat. Igazolja, hogy a Pascal-haromszog n-edik sordban 1év§ szamok
osszege 2! Utmutatds: a binomialis tételt alkalmazva szamitsuk ki az (1 + 1)"

hatvanyt!

6.18. Feladat. Igazolja, hogy a Pascal-haromszog n-edik sorédban 1évé szamok

valtakozo elGjellel Gsszeadva (pozitiv elGjellel kezdve) nullat eredményeznek!
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6.19. Feladat. Legyen n nemnegativ egész, és 0 < k < m < n. [gazolja, hogy

() (=)
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7. Determinansok

Ebben a fejezetben egy olyan fogalommal ismerkediink meg, amely a tovabbiakban
hasznos algebrai segédeszkoz lesz. Ehhez azonban a permutéciok tulajdonsagainak

alaposabb ismerete sziikséges.

7.1. Permutacio, mint bijektiv leképezés

Legyen M = {1,2,...,n}, ahol n > 1 egész, és legyen i1,42,...,0, az 1,2, ..., n

szamok egy permutéicidja. Ekkor az az f fliggvény, melyre

fQ) =iy, f(2) =iz, ..oy f(0) =in,

az M halmaz egy onmagéra valo kdlcsonosen egyértelmi leképezése. Példaul, ha
M ={1,2,3,4,5}, akkor a 2,5,4,1,3 sorrendhez tartoz6 f: M — M fiiggvény a
kovetkezs:

f(l):27 f(2):57 f(3):47 f(4):17 f(5):3a

melyet majd ugy fogunk jeldlni, hogy

(1 2 3 4 5
/= (2 5 4 1 3) '

A gondolatmenet megfordithaté: ha f az M halmaz egy énmagara valo kodlecsonésen
egyértelmt leképezése, akkor f(1), f(2),...,f(n) az 1,2, ..., n elemek egy atrende-
zése, vagyis permutacioja. Az 1,2, ..., n szamok helyett n darab kiilonb6z6 elemet
tekintve bizonyitast nyert, hogy n kiilonb6zd elem egy permutacidéja nem mas, mint
az n elembdl all6 halmaz egy 6nmagéra valé kolcsonodsen egyértelmi leképezése.

Jelolje Sys az M halmaz Osszes permutécidinak halmazat. Konnyen meggy6z&d-
hetiink arrol, hogy (Sas,-) csoport, ahol a - mivelet a leképezések kompozicidja.
Ezt a csoportot az M halmaz teljes transzformdcio-csoportjanak nevezziik. Abban
a specialis esetben, mikor M = {1,2, ..., n}, n-ed foki szimmetrikus csoportrol be-
szélink, melyet S,-nel jeloliink. Mint fentebb mar elérevetitettiik, .S, egy f elemét

a kovetkez6 alakban fogjuk megadni:
o 1 2 ... n
F f@ e fm))
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Az alabbi példa Sg két elmének szorzasat szemlélteti:

1 2 3 4 5 6 123 45 6\ (1 23456

256 1 3 4) \6 32 45 1) \4635 13 2
A szorzast — mint a leképezések szorzasat — jobbrol balra végezziik el: példaul a
mésodik permutacié az 1-hez a 6-ot, az els6 permutacié a 6-hoz a 4-et rendeli, ezért

rendel a szorzat 1-hez 4-et.

Azt mondjuk, hogy az

P
f) @2 - fn)
permutaciéban a k és I elemek inverzidban dllnak, ha k < I, de f(k) > f(I).

Jelolje I(f) az f permutacio Osszes inverzidinak a szamat. Azt mondjuk, hogy az

f permutaci6 pdros, ha I(f) paros, egyébként f pdratlan.

Példaul az
f_123456
“\2 56 1 3 4

permutacioban az 1 és 4, a2 és4,a2és5,a2és6,adés4, adésb, valamint a
3 és 6 elemek allnak inverzioban. Tehat I(f) =7, igy f péaratlan permutécio.
Most megmutatjuk, hogy ha egy permutacioban két elem képét felcseréljiik,

akkor a permutécio paritésa az ellenkez§jére valtozik. Valoban, cseréljiik fel az

f-( U U A n)
S\ e fG) e FG) e f(n)

permutacioban az ¢ és a 7 képét. Ekkor a

permutaciohoz jutunk. A csere utan az i és a j elemek egymés kozotti inverzidja
biztosan megvaltozik. Tovabbé, kénnyen lathato, hogy az ¢ elem inverzidja egy
i és j kozott 1év6 z szdmmal pontosan akkor valtozik meg (azaz ha nem voltak
inverzioban, akkor abban lesznek, ha abban voltak, nem lesznek), ha az x és j
kozotti inverzio is megvaltozik. Mas inverziokban nem torténik valtozas, igy végiil

a valtozasok széma paratlan. Paros permutéciobol tehat paratlan lesz, és forditva.
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Belathato, hogy az

I =
-

identikus permutaciobdl kiindulva barmely permutéciéhoz eljuthatunk csak elem-

4 5
1 3/’

péarok egymas utéani cseréjével. Példaul ha

~

I
N\
N =
(SN \]
- W

S
— =
N DN
w w
(SN
v Ot
v
N
O =
— N
W = =
v Ot
v
N
[N
[S2 B \C RN G2 B\
=R R
— ot
\—/

3 3
3 3
3 3
4 4

1
/N
[NCI
(G2 )

cseresorozat alkalmas. Az identikus permutécioban egyetlen inverzié sincs, igy az
péaros. Mivel elemek cseréjekor a paritas ellentettjére valtozik, igy paros permu-
tacidhoz paros szamu elempéar-cserével, mig paratlanhoz pératlan szamu cserével
juthatunk. Mi torténik, ha két paros permutaciot ésszeszorzunk? Mivel a permu-
taciok szorzésa leképezések egymés utan valo elvégzését jelenti, igy paros szamu
elemcsere utan még paros szamu elemcserét végziink, tehat a szorzat is paros lesz.
Ugyanigy kapjuk, hogy paratlan permutéciok szorzata is paros, ellentétes paritasa
permutacié szorzata pedig paratlan. Legyen f egy paros permuticio, és legyen f 1
az inverze. Ekkor ff~! = I, I paros, tehat f~'-nek is parosnak kell lennie. A fent
leirtak igazoljak, hogy a paros permutaciok S,-ben részcsoportot alkotnak.

7.2. Matrixok értelmezése

Legyenek m és n adott pozitiv egész szamok, és legyenek a;;, ahol 1 < i < m és

1 < j < n, egy rogzitett T test elemei. Az

ail ai2 - A1n

a1 az2 - a2n
_A =

Am1 Am?2 e Amn
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tablazatot m x n tipusa (T test feletti) mdtriznak nevezziik. Ezek szerint egy m x
X n tipustt métrix egy olyan tablazat, melyben T-beli elemek m szami sorban és

n szdmu oszlopban vannak elrendezve. Példaul a

5o [1 ~3 0 w]
2 75 83 11
tablazat tekinthets gy, mint egy valds szamok feletti 2 x 4 tipusd méatrix.

Az ai1,a22,a33,... elemeket a matrix fodtlgjanak, az ami,am—12,0m-2.3,---
elemeket pedig a matrix mellékdtldjinak mondjuk. A f6atlo tehat a bal fels6 sa-
rokbol indulva atlosan lefelé, a mellékatlo pedig a bal als6 sarokbol atlosan felfelé
indulva jarhato be. A B méatrix f6atlojat az 1 és a 7,5, mig mellékatlojat a 2 és —3
elemek alkotjak.

Az A matrix transzpondltjdin az

ail a21 e Am1
AT ai2 @22 e am?2
A1n QA2n " Gmnp

n X m tipust méatrixot értjik, ami ugy is felfoghatd, mint az a matrix, melyet az A
maétrix sorainak és oszlopainak felcserélésével kapunk. Az el6z8 példaban szerepls

B matrix transzponaltja

1 2
BT _ -3 75
0 83
T 11

Két matrixot egyenldnek tekintiink, ha azonos tipustak, és azonos indexd elemeik
megegyeznek.

Az n x n tipust matrixokat négyzetes mdtrizoknak is nevezziik.

A fent leirt A méatrixot réviden gy is irhatjuk, hogy [a;;], illetve [a;;]mxn, ha
a tipusat is hangsilyozni akarjuk, tovabba az i-edik soranak j-edik elemét néha
(A);j-vel is jeloljiik.
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7.3. A determinans értelmezése

Vegyiink egy n x n tipust A = [a;;] matrixot, és vegyiik az S,, szimmetrikus csoport

f_(l 2 .. n)
S\ @ - fn)

elemét! Tekintsiik az els6 sor f(1)-edik elemét: a,s(1), a masodik sor f(2)-edik

egy tetszGleges

elemét: asg(z), és igy tovabb, végiil az n-edik sor f(n)-edik elemét: a,f(n). JOl
latszik, hogy minden sorbol és minden oszlopbdl pontosan egy elemet vettiink.

Szorozzuk ezeket az elemeket Ossze:

a1f(1)A2f(2) " Anf(n)

majd valtoztassuk a szorzat elGjelét az ellentettjére, ha az f permutacié paratlan!

Ha f paros, a szorzat valtozatlan marad. Ezen elGjelkorrekcié utan a szorzatunk

(—D)"Paypayazs@) - angm)

alaku. Készitsiik el ezeket a szorzatokat S,, Osszes elemére, majd adjuk ket Gssze!
Az igy kapott Osszeget nevezzilk az A méatrix determinanséanak.
Precizebben: determindnson azt a T test feletti négyzetes métrixok halmazan

értelmezett, a T testbe képezd det fiiggvényt értjiik, amely az

ailr a2 -0 Qin

az1 Q22 - Q2n
A =

anl An2 e Anpn

métrixhoz a

det A=Y (=1)'Paypayasg(a) - angn)
fESK

elemet rendeli. A det A elemet az A mdtrix determindnsdnak nevezziikk. Még egyszer
hangstlyozzuk, hogy a determinéns egy fiiggvény, mig egy adott matrix determi-
nansa a T test egy eleme (ami 4ltalaban egy szam).

A (71)I(f)a1f(1)(12f(2) "Gy f(n) SzOTZAtOt az A matrix determinansa (f permu-
taciohoz tartozd) tagjdinak nevezzik.

Koénnyt belatni, hogy egy 1 x 1 tipust matrix determinansa definicié szerint
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nem mas, mint a métrix egyetlen eleme. Most megnézziik, hogyan szamithato ki

egy 2 x 2 tipust matrix determinansa. Legyen

ail; a2
A= .
a1 a2

Az 1,2 elemeknek 2 permutacioja van:

ne (1Y) (1)

f1 inverzidinak szama 0, mig fo inverzidinak szama 1, ezért az fi-hez tartozo tag

1 —
12021 = —Qa120271. Az A

(—=1)%aj1a20 = aj1as0, az fo-hoz tartozo tag pedig (—1)
méatrix determinansa ezek Osszege: det A = aj1a29 — aj2a21. Igazoltuk tehat, hogy
egy 2 X 2 tipust matrix determinansat agy is megkaphatjuk, hogy a féatlon 1évs
elemek szorzatéabol kivonjuk a mellékatlon 1éve elemek szorzatat. Csupan a teljesség

kedvéért alljon itt egy példa:

3 -2
det[ 1:&5—(—2)-1:17.
1 5

Legyen most
aip a2 a3
A= lag ax a3
az1 as2 as3
egy adott 3 x 3 tipusi matrix. Az A determinénsanak kiszamitasdhoz sziikségiink

van az S3 csoportra, melynek elemeit az alabbi tablazat els§ oszlopa tartalmazza.
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+ + +

ai a12 a13 a11 @12
N X L7

a21 a22 a23 a21 a22
R N G N

asi a32 a33 a31 a32

7.1. 4bra. 3 x 3 tipusi matrix determinansanak kiszamitasa

I I(f) | det A f-hez tartozo tagja

(1 2 3) 0 11022033
1 2 3

(1 2 3) 1 —a11a23a32
1 3 2

(1 2 3) 1 —a120G21033
2 1 3

(1 2 3) 2 12023031
2 3 1

<1 2 3) 2 13021032
3 1 2

(1 2 3) 3 —a13022031
3 2 1

2

Az A matrix determinénsa tehat a tablazat harmadik oszlopaban 1évs elemek Ossze-
ge:

det A = aj1a22a33 + ai2a23a31 + a13021032— (7.1)

— (a11G23032 — 412021033 — 13022031 -

Valosziniileg senkinek sem tamadt kedve ezt a képletet fejben tartani. Van azon-
ban egy modszer, mely segitségével a képlet konnyen rekonstrualhato. Irjuk az A
maéatrix mellé az els6 két oszlopat még egyszer, majd adjuk Ossze a fGatlon és a
vele parhuzamos atlokon 1évé elemek szorzatait, és ebbdl az 6sszeghdl vonjuk ki a
mellékatlon, és a vele parhuzamos atlokon 1évs elemek szorzatait (lasd: 7.1. abra)!

Ekkor (7.1) szerint éppen az A matrix determinansat kapjuk.
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Egy konkrét példa erre:

2 -1 3
det [1 4 -2 =2-4-(-1)+(-1)-(-2)-5+3-1-1—
5 1 -1

—3.4.-5-2-(=2)-1—(=1)-1-(=1) = —52.

Nagyon fontos, hogy az itt bemutatott modszerek csak 2 x 2, illetve 3 x 3 tipusi
matrixokon miikodnek. Ha példéul egy 4 x 4 tipusi matrix determinansat szeret-
nénk definicié szerint kiszamolni, akkor mar az S4 mind a 4! = 24 eleme paritasanak
vizsgalata is elég farasztd lenne. Ahhoz, hogy nagyobb matrixok determinansa is
baratibb mennyiségii szamolassal elérhet6vé valjon, a determinanst jobban meg kell

ismerniink.

7.4. A determinans tulajdonsagai

Ebben a részben matrix alatt minden esetben egy T test feletti nxn tipust méatrixot

értiink, konstanson pedig T' egy tetszGleges elemét.

7.1. Tétel. Transzpondlt mdtrix determindnsa megegyezik az eredeti mdtrix deter-

mindnsdval.

Bizonyitds. Tekintsiik az A = [a;j]nxn €8 B = [b;j]nxn matrixokat. Ekkor

det A=Y (=1)'Paypayass(a) - angpn)
fESK
és

det B = Z blg 1)b2g(2) * * * bug(n)-
geESn

Tegyiik fel, hogy B = AT. Ekkor

det AT = det B = Z (q)ag 1)1Qg(2)2 " Qg(n)n-
gESn

Mivel transzponélaskor csupan sor-oszlop csere torténik, a determinans értékeé-
nek kiszamitasakor pedig olyan szorzatokkal dolgozunk, melyhez minden sorboél
és oszlopbol pontosan egy elemet vesziink, kovetkezik, hogy a det AT kiszamita-

sahoz hasznalt Osszes szorzat megjelenik az A determinansanak kiszamitasanal
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is. A kérdés csak az, hogy az elGjeliik ugyanaz marad-e. Tegyiik fel, hogy az
a15(1)a2f(2) """ Gnf(n) €8 Ag(1)10g(2)2 * * * Gg(n)n Szorzatok ugyanazokat a tényezéket
tartalmazzak, csak mas sorrendben. Keressiik meg azt a j-t, melyre g(j) = 1; ekkor
Jj = f(1) is teljesiil. Végignézve ugyanezt a 2, ..., n szamokra is, lathatjuk, hogy az

f és g permutéciok egymaés inverzei. Ekkor viszont a paritdsuk megegyezik. O

A tétel szerint tehat

1 2 3 1 3 1
det [3 -2 4| =det |2 -2 1],
1 1 2 3 4 2

melynek ellendrzése az eddig elmondottak jo gyakorlasa lehet az olvas6 szamara.
A fenti tétel értelmében a determinans kiszamitasaval kapcsolatos tovabbi té-

telekben a ,matrix sora” helyett mindig mondhatunk ,méatrix oszlopat” is.

7.2. Tétel. Ha egy mdtriz egy sordanak minden eleme nulla, akkor a mdtrix deter-

mindnsa s nulla.

Bizonyitds. A definiciobol latszik, hogy ha egy sor minden eleme nulla, akkor a
maétrix determinénsat ad6 6sszeg minden tagjaban egy szorzétényezd biztosan nul-
la. O

7.3. Tétel. Ha egy mdtriz egy sordt ugy vdltoztatjuk meg, hogy a sor elemeihez
konstansokat adunk hozzd, akkor az igy kapott mdtriz determindnsa egyenld az ere-
deti mdtriz determindnsdnak, és azon mdtriz determindnsdnak az 0sszegével, mely-

nek a széban forgd sordba csak a hozzdadott konstansokat irjuk, a tobbi sort pedig
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valtozatlanul hagyjuk. Formdlisan:

ail ai2 T QA1n
det |aj1 +c1 aipt+ca -+ aimten| =
L apnl (pn2 T Gnpn 1
ail @iz - Gin aip @12 - Gin
= det [e75} (275 B Qin, | + det (&1 Co s Cn | >
_anl Qp2 - ann_ _anl ap2 - ann_
ahol a jobb oldalon lévd dsszeq mdsodik tagjdban a ci,ca,...,cn elemek az i-edik

sorban vannak, és minden mds sorban az eredeti elemek szerepelnek.

Bizonyitds. Irjuk fel az eredeti métrix determinansat, majd alkalmazzuk a disztri-

butivitast:

DD Dayay - (aipay + epwy) - ang) =

fES,
=2 (0"arp) - aigy ang+
fESH
+ Z Daypay - er) - tngm)-
feSH

O

7.4. Tétel. Ha egy mdtrixz eqy soranak minden elemét megszorozzuk ugyanazzal a

¢ konstanssal, akkor a mdtrix determindnsa is c-szeresére vdltozik.

Bizonyitds. Szorozzuk meg egy matrix egy soranak minden elemét ugyanazzal a c
konstanssal! Ekkor a matrix determinansanak minden tagja pontosan c-szeresére
valtozik, ugyanis a szoébanforgd sorbol minden tag pontosan egy elemet tartalmaz.

Az 6sszegbdl c-t kiemelve a maradd rész nyilvan az eredeti métrix determinansa.
O

7.5. Tétel. Ha eqy mdtriz két azonos sort tartalmaz, akkor a determindnsa nulla.
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Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy az A = [a;j]nxn matrixban az i-edik és j-edik sorok
megegyeznek. Tekintsiik az A matrix determinansanak egy adott f permutaciéhoz

tartozo
Arfp(y - Aif@) " AifG) T Anf(n)

tagjat, igy elGjelkorrekcio nélkiil. Az i-edik és j-edik sorok egyenlGsége miatt

Arf) - Qif@)  dhf(g) T Anfn) = ALFL) T Gf6) T Gif(5) T Gnf(n)>

és ez utobbi szorzat pontosan a

1 ... i e oo n
g= . .
fQ G f@ e f(n)
permutaciohoz tartozo tag, elGjelkorrekcio nélkiil. Mivel az f és g permutéciok
pontosan két elem képében térnek el, paritasuk ellentétes. Tehat két azonos sort

tartalmazo6 matrix determinédnsénak minden tagjahoz hozzarendelhets egy maésik,

hogy a ketts Gsszege nulla, igy a determinans maga is nulla. O

7.6. Tétel. Ha egy mdtriz egyik sora egy mdsik sordnak konstansszorosa, akkor a

matriz determindansa nulla.

Bizonyitds. Hasznalva az el6z6 tételeket

ail al2 co Aln ail a12 to Qln
a1 a;2 o Ain a1 ;2 o Ain
det | . . =c-det | : c |1 =0
cajl  cas2 o CQin ail a2 v Ain
LOnl an2 c ann | L&n1 Qn2 - Gnn |

O

7.7. Tétel. A determindns értéke nem vdltozik, ha eqy mdtrixz eqy sordhoz hozzd-

adjuk eqy mdsik sor konstansszorosdt.
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Bizonyitds. Szintén az el6z6 tételek kovetkezménye, hogy

aill
a;1
det
aj1 + ca;l
L Onl
ail a2
a1 ;2
= det
aj1 aj2
|Gnl QGn2
ail a2
a1 ;2
= det
|Gnl  Gn2

a12

a2

aj2 + ca;2

an2

Ajn

Ajn

ann

Aln
Ain

Ajn + Cain
ann i
ail a2 e Aln
a1 a;2 o Ain

+ det =

ca;1  Caz2 CQin
anl an2 ce ann |

O

Ennek a tételnek majd fontos szerepe lesz az tgynevezett eliminédcids modszer-

ben. Emellett jol hasznalhatd a matrixban 1év6 ,nagy” szamok csokkentésére is a

kovetkezo értelemben: ha az

30 20 15
20 15 12
~ {105 84 70

170 140 120

12
10
60
105

matrix elss oszlopabdl kivonjuk a méasodikat (vagy ha tgy tetszik, a matrix elsd

oszlopahoz hozzaadjuk a masodik —1-szeresét), a masodik oszlopbol kivonjuk a
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harmadikat, végiil a harmadikbol a negyediket, akkor az

10 5 3 12
5 3 2 10
21 14 10 60
30 20 15 105

Ay =

matrixot kapjuk, melynek determinénsa a fenti tétel értelmében megegyezik az A
maétrixéval. A hatast tovabb fokozhatjuk, ha az A; matrix elsé oszlopabol ismételten
kivonjuk a masodikat, a masodikbol a harmadikat, majd a negyedikbdl a harmadik

négyszeresét, de ennek elvégzése mar az olvaso feladata.

7.8. Tétel. Ha egy mdtriz két sordt felcseréljiik, akkor a mdtriz determindnsa

eldjelet vdlt.

Bizonyitds. Vegyiink egy négyzetes matrixot! Adjuk hozza az i-edik sorhoz a j-
ediket, majd a j-edik sorbol vonjuk ki az i-ediket! Végiil az i-edik sorhoz adjuk

96



hozza a j-ediket! A 7.6. és 7.7. tételek szerint

all a12

a1 a2

det

= det

—a;1

anl

ail

= —det

a1

anl

ai1 + aj1

ai2

a;2

an2

Aln

Ajn

—a;2

an2

7.5. Kifejtési tételek

Egy m x n tipust méatrix egy k-ad rendid aldetermindnsdn egy olyan k x k tipu-
st matrix determinansat értjiik, melyet az eredetibdl gy kapunk, hogy kivalasz-
tunk k£ darab sort és k darab oszlopot, és vessziik a kivalasztott sorok és oszlo-
pok metszéspontjain 1évs elemeket. Az n X n tipust A méatrix d aldetermindnshoz
tartozé d* komplementer aldetermindnsdn azon (n — k) x (n — k) tipusd matrix
determinansat értjiik, melynek alkotdelemei nem szerepelnek a kijel6lt sorokban il-

letve oszlopokban. Ha a kijelolt sorok illetve oszlopok indexei i1, . .

= det

aiz + ajo

aln

Ajn

a1l

a1 + aj1

Qin + Gjn

—Qin

ann

a12

an2

= det

a2 + aj2

—a;1

anl

aln

Qin + Gjn

Ajn

a12

—a;2

an2

akkor a d-hez tartozo adjungdlt komplementer aldetermindns

dT = (_1)i1+"‘+ik+j1+'“+jkd*.
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Példaul az

2 0 0 3

1 -1 4
A= X

-3 2 1 =5

1 1 2 -1

matrixban az 1. és 2. sorokat, valamint a 1. és 3. oszlopokat kivalasztva, azok

i

maéatrix keletkezik, melynek determinansa 6. Ez tehat az A egy méasodrendii alde-

metszéspontjain a

terminansa. Az ehhez tartozo komplementer aldeterminans

az adjungélt komplementer aldeterminins pedig (—1)!T2+1+3.3 = 3,
Talan sejthets, hogy egy négyzetes matrix aldeterminénsaibol valahogyan els-
allithato kell legyen az eredeti matrix determinansa. Az alabbiakban azt nézziik

meg, hogyan.

7.9. Lemma. Tekintsink eqy n X n tipusi A mdtrizot és annak eqy d k-ad ren-
di aldetermindnsdt. Ha d eqy tetszéleges tagjdt megszorozzuk dt eqy tetszbleges
tagjaval, akkor det A egy tagjdt kapjuk.

Bizonyitds. El6szor az i1 = 1,...,4 = k és j1 = 1,...,jr = k esetet tekintjiik,
vagyis amikor az aldetermindnshoz tartozé métrix kivalasztasahoz az elsé k darab
sort és oszlopot valasztjuk. Legyen f € S, olyan permutacio, ami a k+ 1,...,n
elemeket fixen hagyja. Ez nyilvan felfoghato mint egy Sk-beli permutéacio, és d
ehhez tartozoé tagja

(=)™ Paray g

alaki. Hasonléan, ha g € S, az 1,...,k elemeket hagyja fixen, akkor d* g-hez

tartozo tagja

(=) "D ap i1 g(kt1) - Angn)

alaka, ami (14 ---+ k) + (1 +--- + k) paros volta miatt éppen d™-nak is tagja. A

kett§ szorzata

(=) IOy 5 - appr) Ahs1,9(k41) * * Ang(n)s
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ami pontosan a det A fg permutacidéhoz tartozo tagja.

Tekintslik most az altaldnos esetet, amikor a kivélasztott sorok és oszlopok
i1,...,%% €8 J1,...,Jr indexei tetszblegesek. Ekkor az ¢; indextd oszlopot az Gsszes
6t megel6zGvel megceserélve i1 — 1 1épésben elérhetjiik, hogy az elsé helyre keriiljon.
Ugyanigy, az io indexii oszlop io — 2 oszlopcserével keriilhet a masodik helyre.

Folytatva az eljarast az Osszes sorra és oszlopra,
t=0G -+ + G-k +0G -1+ 4+ U —Fk)

szamu sor- illetve oszlopcserével elérhetjiik, hogy a kivalasztott aldeterminans a bal

fels§ sarokban jelenjen meg. Ha B jeloli az igy atrendezett matrixot, akkor
det A = (—1)'det B = (1) Titirt+ik dot B,

ahol a kitevébdl a biztosan paros tagokat mar elhagytuk. Ha « tagja d-nek, 8 pedig
d*-nak, akkor az el6z6ekben igazoltak miatt af tagja det B-nek és igy

(71)i1+"'+7;k+j1+"'+jka/@

tagja det A-nak. O

7.10. Tétel (Laplace-féle kifejtési tétel). Ha egy négyzetes mdtrizbol kivdlasztunk k
darab sort, és ezen sorok segitségével képezziik az 0sszes k-ad rendt aldetermindnst,
majd azokat mind megszorozzuk a sajat adjungdlt komplementer aldetermindnsdval,

akkor ezen szorzatok dsszege éppen a mdtrix determindnsa lesz.

Bizonyitds. Ha vesziink egy k-ad rendd d aldeterminénst az A négyzetes matrix-
bol, akkor az el6z6 lemma szerint d és dT tagjainak szorzatai tagjai det A-nak.

Ez k!(n — k)! darab tagot jelent aldeterminansonként. A kivalasztott k darab sor

(1) = m

k-ad rendd aldeterminans képezhetd, tehat dsszesen n! tagot kapunk. Mivel ezek a

segitségével viszont

tagok kiilonbozsek, és mind tagjai a det A-nak, az Osszegiilk nem lehet mas, mint
det A. O

Ha a fenti A matrix determinansat a matrix els6 két sora szerint fejtjiik ki, a
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kovetkezot kapjuk:

2 0 1 -5
det A =det L ] S(=1)HEIF2 et lQ +
[2 0 2 -5
+ det S(=1)ETIS L det +
1 3 1 -1
2 3 2 1
+ det (=)L et +
1 4 1 2
[0 0 -3 -5
+ det S(=1)PFEEES et +
-1 3 1 -1
[0 3 -3 1
+ det S(=1)PFEE et +
-1 4 1 2
[0 3 -3
+ det (=1)PFEST L et +
3 4 11

=(=2)-94+6-(=1)-3+5-3+0+3-(=1)-(=7)+(=9)-(=5) = 45.

A negyedik 6sszeadandé helyére azért irtunk csak 0-t, mert az aldeterminanst ki-
szamolva 0-t kaptunk, és ha egy szorzat egyik tényezGje 0, akkor mar a szorzat a
tovabbi tényezsktdl fiiggetleniil 0. Ezaltal megkiméltiik magunkat egy djabb 2 x 2
tipust matrix determinansanak kiszamitasatol.

Gyakran el6fordul, hogy a Laplace-féle kifejtési tételt csak egy sorra alkalmaz-

zuk. Ezt a verziot kiilon tételként is szokas megemliteni:

7.11. Tétel (Kifejtési tétel). Ha egy négyzetes mdtriz egy sordnak minden ele-
mét megszorozzuk a hozzd tartozd adjungdlt komplementer aldetermindnssal, majd

ezeket a szorzatokat 0sszeadjuk, eredményil a mdtriz determindnsdt kapjuk.

Bizonyitds. Mivel egy métrix elsérendii aldeterminénsai éppen a matrix elemei, ez

a tétel nem mas, mint a Laplace-féle kifejtési tétel k = 1 esetén. O

Ha most az A matrix determinénsat annak egy sora szerint szeretnénk kifejteni,
akkor azt a sort célszerii valasztani, ami a legtobb nullat tartalmazza, ugyanis a
sor elemei determinansok el6tti szorzotényezéként jelennek meg, és amikor azok

nullak, a hozzajuk tartoz6 determinansok kiszamitasa sziikségtelenné valik. Tehat
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esetiinkben a kifejtést az elsG sor szerint érdemes megtenni:

-1 3 4 1 -1 3
det A=2-(—1)"".det| 2 1 —5|+0+0+3-(-1)'"*.det|-3 2 1
1 2 -1 1 1 2

A szamolas befejezését (melynek lényegi része a két 3 x 3 tipust méatrix determi-
nansanak valamilyen modszerrel valé meghatarozasa) az olvasora bizzuk.

A kovetkezd tétel pedig inkabb elméleti jelentSség.

7.12. Tétel (Ferde kifejtési tétel). Ha egy négyzetes mdtriz egy sordnak minden
elemét megszorozzuk eqy mdsik sor ugyanazon oszlopdban lévd eleméhez tartozo
adjungdlt komplementer aldetermindnssal, majd ezeket a szorzatokat Osszeadjuk,

eredményil nulldt kapunk.

Bizonyitds. Szorozzuk meg az A = [aij]an métrix i-edik sordnak minden elemét
az i-t6] kiillonbozdé j-edik sor megfelel§ elemeihez tartozd adjungalt komplementer

aldeterminansokkal, és legyen mindezek Gsszege t; ekkor
t=anAj1+- -+ aindjn,

ahol Aj; jeloli az ajr elemhez tartozé adjungalt komplementer aldeterminanst.
Konnyen lathato, hogy ¢ értéke fiiggetlen a j-edik sor elemeitdl. Irjuk a j-edik sor
elemei helyére az i-edik sor elemeit, legyen az igy kapott matrix B. Ekkor ¢ nem
valtozik, és alkalmazva a kifejtési tételt a j-edik sorra, kapjuk, hogy ¢ = det B. De

mivel B két azonos sort tartalmaz, t = 0 adodik, amit bizonyitani kellett. O]

Még egyszer megjegyezziik, hogy mivel métrixnak és transzponaltjanak a deter-
minansa megegyezik, igy a kifejtési tételekben is mondhatunk sor helyett oszlopot.
Osszefoglalva, a kifejtési tételek arra kinalnak lehetséget, hogy egy n x n tipusi
maétrix determinénsara ,kisebb” matrixok determinansaibol kovetkeztessiink. Segit-
ségiikkel a determinans fiiggvény rekurzivan is megadhat6. Lathato azonban, hogy
,hagy” matrixok determinédnsanak a kiszamitasa még mindig nagyon sok szamolast

igényel.
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7.6. A determinans értékének kiszamitasa eliminacidval

Egy négyzetes matrixot felsd hdromszégmdtriznak neveziink, ha f6atloja alatt min-

den elem nulla:

a1 @12 e A1n
0 ag -+ a2

)
0 0 ct Opn

azaz a;; = 0 teljesiil minden olyan esetben, amikor ¢ > j; tovabba alsdé hdromszog-

mdtriznak, ha a f6atloja felett minden elem nulla:

a1 0 0
as a2 0

b
an1  Qp2 " Apn

vagyis ha a;; = 0 barmely 7 < j esetén.

7.13. Tétel. Ha egy mdtriz felsé vagy alsé hdromszdgmdtrix, akkor determindnsa

egyenld a fddtlon lévd elemek szorzatdval.

Bizonyitds. Mivel a fels6 haromszégmatrixok megkaphatok mint az als6 harom-
szogmatrixok transzponéltjai, a 7.1. tétel értelmében elég csak alsd6 haromszogméat-

rixokra igazolni az allitast. Alkalmazva a kifejtési tételt az els sorra

a1 0 s 0 ag9 0
asy aze -+ 0 age2 asz -
det | ] ) =ajrdet | ] 1,
an1 an2 e Ann an2 an3 T Ann
ahonnan az eljarast ismételve kapjuk az allitast. O

Az eliminacios modszer lényege, hogy egy négyzetes matrixon bizonyos atala-
kitasokat végziink, mignem egy olyan fels6 haromszégmatrixot kapunk, melynek
determinansabol kovetkeztethetiink az eredeti matrix determinanséara. A fels§ ha-
romszogmatrixsza alakitast oszloponként végezziik. Tekintsiik elészor a métrix elsd

oszlopat! Ha abban minden f64at16 alatti elem nulla, akkor az mar eleve olyan alak,

mint egy fels§ haromszogmatrix elsé oszlopa, tehat attérhetiink a méasodik oszlop-
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ra. Ha nem, akkor pedig sorcserével elérhetd, hogy az els§ sor elsé eleme ne nulla
legyen (nem biztos, hogy szitkség van sorcserére, ha igen, ligyeljiink az el§jelval-
tozasra, lasd: 7.8. tétel). Ekkor az els6 sor megfelel konstansszorosait a masodik,
harmadik, stb. sorokhoz hozzaadva elérhetjiik, hogy az elsé oszlop masodik, har-
madik, stb. eleme nulla legyen. Ekkor — a 7.7. tétel értelmében — a determinans
értéke nem valtozik. Nézziik most a mésodik oszlopot! Ha ebben a harmadiktol
kezd6dGen minden elem nulla, akkor ez az oszlop formailag megfelel egy felsé ha-
romszogmatrix méasodik oszlopénak, igy nincs semmi tennivalonk, folytathatjuk a
3. oszloppal. Ellenkez6 esetben esetleges sorcserével elérhets, hogy a masodik sor
masodik eleme ne legyen nulla. (Ehhez a masodik sort csak az alatta 1évS sorok
valamelyikével érdemes cserélni, hiszen az els6 sorral felcserélve elrontanank a sor
els6 oszlopaban elbb kialakitott nullat.) Ezutan a méasodik sor megfelels konstans-
szorosait hozzdadva a harmadik, negyedik, stb. sorokhoz elérhets, hogy a méasodik
oszlopban a f64tl6 alatti elemek mind nullak legyenek. Hasonléan folytatjuk az elja-
rast a harmadik, negyedik, majd legvégiil az utolso elstti oszloppal. A végeredmény
egy olyan fels§ haromszogmatrix lesz, melynek determinansa legfeljebb elGjelben
tér el az eredeti matrix determinénsatol.

Ez az algoritmus ebben a forméaban is korrekt, kézi végrehajtasakor azonban a
szamités konnyitése érdekében még beiktathatunk néhany extra lépést.

A fejezet zarasaként kiszamitjuk az

2 0o 0 3
1 -1 4
A= 3
-3 2 1 =5
1 1 2 -1
métrix determinansat eliminacios modszerrel is:
(1 -1 3 4] 1 -1 3 4
2 0 3 0 2 -6 -5
det A = —det = —det =
-3 1 -5 0 -1 10 7
1 2 —1_ o 2 -1 -5
1 -1 3 4] 1 -1 4 3
= —det 0 B det 0 2 =5 —6) _ 45.
0 0 7T 45 0 0 45 7
_0 0 5 0 | 0 0 0 5
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Most pedig leirjuk, hogy az egyes 1épésekben pontosan mit csinaltunk.

1.

A fentieket kovetve, elGszor az elsé oszlop elsé elemével kellene az alatta
lévket eliminédlni. Ehhez kényelmi okokbdl célszerii az els6 két sort felcserélni,
ugyanis ekkor az els6 oszlop els6 eleme 1 lesz, melynek minden alatta 1évé

elem t6bbszorose (extra lépés!). Ekkor a determinéns elGjelet valt.

Kivonjuk az els6 sor kétszeresét a masodikbol, hozzaadjuk az els§ sor harom-
szorosat a harmadikhoz, végiil kivonjuk az els§ sort a negyedikbdl. Ekkor a

determinans nem valtozik.

Az els6 oszloppal készen vagyunk, most a méasodik oszlop f6atlo alatti ele-
meinek kinullazasa kovetkezik. Itt most a kovetkezs két lehetGséget érdemes
meérlegelni: vagy hozzaadjuk a 2. sor felét a harmadikhoz (ekkor tortek is
megjelennek), és kivonjuk a masodik sort a negyedikbdl; vagy mint az elsé
lépésben, el6szor megeseréljitk a masodik és a harmadik sorokat és utana eli-
mindlunk. Mi az els6 mellett voksolunk, ekkor a determinéns nyilvin nem

valtozik.

A harmadik oszlop kivetkezik, de ott az eliminécio elkeriilhets, ha megcse-

réljiik a negyedik oszloppal. A determinans tjra elGjelet valt.

. A jobb oldalon most méar egy fels§ haromszogmaétrix determinansa &all, mely

értéke a f6atlon 1évs elemek szorzata, azaz 1-2-4,5-5.

7.7. Feladatok

7.1. Feladat. Elsfordulhat-e, hogy egy csupa egész szamokat tartalmazo négyzetes

matrix determinansa nem egész szam? Valaszat indokoljal

7.2. Feladat. Az [a;;]6x¢ métrix determinansaban milyen elGjellel szerepelnek az

a) (23031042056014065

b) asaa43a14a51a66a25

szorzatok?

7.3. Feladat. Szamitsa ki az alabbi matrixok determinansait:

A=

2 37 B_ 2 17 C— sinx cosx7
1 4 -1 2 —cosx sinz
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143 2-3 1 1 1 01 1
:2+\/§1_\/§1, E=]-1 0 1}, F=11 0 1},
-1 -1 0 1 10

1 -2 3

G=|2 -4 1|!

3 =5 2

7.4. Feladat. Mi a kapcsolat az A és B matrixok determinénsa k6zott?

a1 a2 ais 2a11 3ai2 Sais
A= las a as B = |2a21 3az2 b5ass
azr asz ass 2a31 3az2  Hass

7.5. Feladat. Hogyan valtozik egy matrix determinénsa, ha a sorait forditott

sorrendben irjuk fel?

7.6. Feladat. Hogyan valtozik egy métrix determinénsa, ha minden elemét ugyan-

azzal a konstanssal szorozzuk?

7.7. Feladat. Hatarozza meg = értékét, ha

1 1 1 1
1 1-— 1 1
det v =0!
1 1 2—x 1
1 1 1 3—x

7.8. Feladat. Szamitsa ki az alabbi méatrixok determinansait kifejtés segitségével!

8 6 0 0 O 2 -1 1 7 2
0 0 5 1
00 6 2 1 8 6 00 0O 2 0 2 0
A= , B=]01 8 6 0/, C=11 1 1 3 1
5 6 7 3
0 01 8 6 0 2 0 -2 0
1 2 3 4
0 0 01 8 3 3 2 1 1
7.9. Feladat. Szamitsa ki az
4 6 4 4
2 1 0 0
A:
0 3 1 3
2 2 3 5
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matrix determinansat eliminaciés modszerrel!

7.10. Feladat. Hatarozza meg az alabbi n x n tipusi méatrixok determinansait!

111 --- 1
101 -+ 1
A=1]1 1 0 - 1
111 0]
[ 1 1 1 1]
a1 ag as Ay,
V=|a @ ap
af ™"yt et ap~!

AV matrix determinansa ( Vandermonde-determindns) mikor egyenls nullaval?
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8. Miiveletek matrixokkal

Most az el6z6 fejezetben bevezetett méatrixok korében értelmeziink miiveleteket.
El6szor az Osszeadast, mely csak azonos tipust maéatrixokkal végezhetd el: az A =
= [a@ijlmxn €8 B = [bijlmxn mdtrizok dsszegén azt az A+ B = [¢ij]mxn matrixot
értjiik, melyre ¢;; = a;; + b;; minden 1 <7 <més 1< j<nesetén. Az A+ B

matrix kiszamitasahoz tehat a megfelels indext elemeket kell 6sszeadni. Példaul:

—2 0 3 1
2 4 (+|-1 2|=1|1
-3 5 -3 =3 -6 2

Kiilonb6z6 tipusti métrixok Gsszegét nem értelmezziik.

Jelolje M, xn(T) az sszes T test feletti m x n tipusi matrixok halmazat.
A fenti definici6 szerint + miivelet az M, x,(T) halmazon, és mivel a matrixok
Osszege a T testbeli Gsszeadasra van visszavezetve, + asszociativ és kommutativ. A
zéruselem az az m x n tipust méatrix, melynek minden eleme nulla (zéréomdtriz),
és az A = [a;j]mxn matrix ellentettje az a B = [b;;]mxn matrix, melyre b;; = —a;;
minden 1 < i< m és 1< j < nesetén. Tehat (M, xn(T'), +) Abel-csoport.

Kicsit komplikaltabb lesz a matrixok szorzasa. ElGszor is, az A és B méatrixok
AB szorzatat csak akkor értelmezziik, ha az A matrix oszlopainak szdma megegye-
zik a B maétrix sorainak szamaval. Ekkor, ha az A méatrixbol kivalasztunk egy sort
(mondjuk az i-ediket), a B matrixbol pedig egy oszlopot (legyen ez a j-edik), ak-
kor ennek a sornak és oszlopnak pontosan ugyanannyi eleme van. Szorozzuk ezt
a sort és oszlopot oly modon 0Ossze, hogy az els6 elemet az elsGvel, a mésodikat a
masodikkal, és igy tovabb, végiil az utols6t az utolséval. Ezen szorzatok Osszege
lesz a szorzatmatrix i-edik soranak j-edik eleme (8.1. abra). Ugyanez precizen: az
A = [aijlmxn €8 B = [bijlnxk mdtrizok szorzatdn azt az AB = [¢;;]mx, matrixot
értjiik, melyre

Cij = @inbij + aioboj + - - + Qinbyj

minden 1 <7< més 1< j <k esetén.

1 2 0 2 1

A= és B=|-3 2
-1 3 4

-5 7

Legyenek

Az AB szorzat kiszamitasanak talan legszemléletesebb modszere, amikor a két
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B: ndbsor, kdb oszlop

by bij ) ... bk
by oo boj | e b
bnj bk
cij Cik
o
am1  ame o Amn Cm1 e Cmj .. Cmk
A:mdbsor,ndb oszlop| |C =A-B: mdbsor, k db oszlop

8.1. dbra. Matrixok szorzasa

maétrixot egy tablazatba helyezziik a kévetkezGképpen:

1 2 0
-1 3 4

A beirt méatrixok sorait illetve oszlopait elvilasztdé vonalak behtzésa utén kiraj-
z0l6d6 négyzetracs szépen mutatja, hogy a szorzat egy 2 x 2 tipusi matrix lesz,

amely
— els@ soranak els6 eleme: 1-2+2-(=3)+0- (—5) = —4,
— els6 soranak masodik eleme: 1-1+2-240-7=25,
— masodik soranak els6 eleme: (—1)-2+43-(=3) +4-(—5) = —31,

— masodik sordnak masodik eleme: (—1)-14+3-2+4-7=33.
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Tehat
—4
AB = o .
-31 33
Az alabbi allitas kovetkezménye, hogy (M, «n(T),-) félcsoport.

8.1. Tétel. Ha A = [aijlmxn, B = [bijlnxk €5 C = [cijlexi, akkor
(AB)C = A(BC).

Bizonyitds. A matrixszorzas definicidja szerint az AB szorzat létezik, és m x k ti-
pusi, és ekkor az (AB)C szorzat is 1étezik, mely egy m x [ tipust matrix. Ugyanigy
lathato be, hogy az A(BC') szorzat is létezik, ami szintén egy m X [ tipust mét-
rix. Most megmutatjuk, hogy ez a két matrix elemenként megegyezik. Valdéban,

felhasznalva, hogy T test,

((AB)C)i; = Z(AB)iu(C)uj = Z ( (A)iv(B)vu> (Cuj

=2 D (B (©)uj = D D (Ain((B)uu(C)uy)

|
(]
M-
=
B
E
:

3
&

I
M=
=
g
M-
5
:

3
&

8.2. Tétel. (M, xn(T),+, ) nemkommutativ, asszociativ, egységelemes gyird.

Bizonyitds. Ahhoz, hogy (M, x,(T),+,+) asszociativ gytirt, mar csak a disztribu-
tivitast kell belatni. Ha A = [a;;], B = [bs;] és C = [¢;;] mind n x n tipust méatrixok,
akkor a T-beli disztributivitas miatt

(A(B+Q))ij = Zaik(B +C)j = Z aix (brj + crj)
k=1

k=1



A jobb oldali disztributivitas is hasonloan igazolhato. Az egységelem szerepét az az
n X n tipust méatrix tolti be, melynek a f6atlojaban minden eleme 1, méashol pedig

minden eleme 0:

Ezt a matrixot n X n tipusi egységmdtriznak nevezzik, és FE,-nel jeloljiik.

1 2 -
és B = 1 O.
1 1 2 1

Kiszamitva az AB és BA szorzatokat, lathatjuk, hogy a szorzas nem kommutativ.
O

Legyen példaul
A=

8.3. Tétel (Determinansok szorzéastétele). Ha A és B nxn tipusi mdtrizok, akkor
det(AB) = det A - det B.
Bizonyitds. Legyenek A = [a;;] és B = [b;;] n x n tipust matrixok, és legyen C az
a (2n) x (2n) tipust matrix, melynek
— bal felsé sarkaban az A matrix,
— jobb fels6 sarkaban az n x n tipust zérématrix,

— bal als6 sarkdban az az n x n tipust matrix, melynek f6atlojaban minden

elem —1, méshol minden elem nulla,

— jobb als6 sarkaban pedig a B matrix van:

a’ll DRI al'rL O DRI 0
C = an1 a

-1 0 b11 bln

i 0 —1 bnl brm_

A Laplace-féle kifejtési tétel els6 n sorra torténd alkalmazaséaval kapjuk, hogy

det C' = det A - (—1)IFF0+0+41) qot B = det A - det B.
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Most adjuk hozzé az els6 sorhoz az (n + 1)-edik sor aj;-szeresét, majd az (n + 2)-
edik sor ajo-szeresét, és igy tovabb, végiil a (2n)-edik sor aj,-szeresét! Utdna adjuk
hozza a masodik sorhoz az (n + 1)-edik sor agq-szeresét, majd az (n + 2)-edik sor
ago-szeresét, és igy tovabb, végiil a (2n)-edik sor ag,-szeresét! Az eljarast folytatva
a t6bbi sorra végiil az n-edik sorhoz adjuk az (n + 1)-edik sor a,1-szeresét, majd
az (n + 2)-edik sor a,s-szeresét, stb., végiil a (2n)-edik sor a,,-szeresét. Az igy

keletkezett méatrix a

0 - 0 (AB)11 -~ (AB),]
0 -+ 0 (AB)in - (AB)pn
Cl - 9
1 -+ 0 b1y bin
_0 —1 bnl bnn i

és a 7.7. tétel miatt det C; = det C. Alkalmazva ismét a Laplace-féle kifejtési tételt

a C] matrix els6 n sorara, azt kapjuk, hogy
det Cy = det(AB) - (—1)((nFFH2m+(ltn) (_qyn,

Mivel a —1 kitevGjében 1évs Osszeg paros, ezért det C = det(AB), és igy det(AB) =
=det A - det B. O

Az alabbi tétel szerint az osztas még a négyzetes matrixok korében sem végez-

hetd el korlatlanul.

8.4. Tétel. Egy négyzetes mdtriznak pontosan akkor létezik inverze a szorzdsra

nézve, ha determindnsa nem nulla.

Bizonyitds. Tegytiik fel el6szor, hogy az A n x n tipusi matrixnak létezik inverze,

és legyen ez B. Ekkor AB = E,,, és a determinénsok szorzastétele miatt
det A - det B = det(AB) =det E,, =1,

tehat det A # 0.

Forditva, ha A = [a;;]nxn Olyan matrix, melynek determinansa nem nulla, akkor
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legyen B = [b;j]nxn az a matrix, melyre

bi = qev A7

ahol A;; az A matrix a;; eleméhez tartoz6 adjungalt komplementer aldeterminan-
sa. Ha ezzel a matrixszal barmelyik oldalrol megszorozzuk A-t, a kifejtési tétel
garantalja, hogy a szorzat {6atlojaban csak egyesek lesznek, a ferde kifejtési tétel
pedig azt, hogy méashol mindeniitt nulla. Tehat AB = E,,, azaz B valoban az A

inverze. O

A bizonyitasbol az is kideriilt, hogy ha egy négyzetes matrixnak létezik inverze,

akkor az inverzmatrix hogyan allithato elg. Példaul ha

co [T G |72 0 |20
0 -3 0 -3 -1 1
—1 _ -1 _ —1
A= |y SR IEREEIE] I AR L I
= -1 -3 -1 -3 11| | =
—1 _ —1 _ —1
core| DT G T a2
1 0 -1 0 1 -1
L —1 - —1 - 1 J
-3 6 2
=|-2 3 1
1 -2 -1

Hogy a kapott matrix valoban az A inverze, arrél az AA~! = E5 egyenldség ellen-
6rzésével gy6zédhetiink meg.
Megjegyezziik, hogy azon n x n tipust maétrixok, melyek determindnsa nem

nulla, csoportot alkotnak a métrixok szorzasara nézve.
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8.1. Feladatok

8.1. Feladat. Végezze el az alabbi miiveleteket!

1 3 n n
1 2 3 5 4 -5 a 1 sinx  cosz
4 5 6 1 ’ 2 -1’ 0 al ’ —cosx sinz|
01 1 1 -2 3 T
1 -2 3
1 0 1 2 —4 1|, To
-1 0 5
1 1 0 3 -5 2 T3

8.2. Feladat. Legyen

92 o], B[—1 1]’ 0[1 1 2].
3 2 2 0 2 -1 -1

A=

Adja meg az

matrixot!

8.3. Feladat. Igazolja, hogy ha A = [a;j]mxn €S B = [b;j]nx tipust matrix, akkor
(AB)T = BT AT\

8.4. Feladat. Keressen az (M« (T),+, ) gytriiben nullosztokat!

8.5. Feladat. Keresse meg azokat a 2 x 2 tipusti métrixokat, melyek a szorzasra

B
G{[Z Z] ;a,beR}.

Van-e G-nek neutralis eleme a matrixszorzasra nézve? Igazolja, hogy a # b meg-

nézve felcserélhetsk az

matrixszal!

8.6. Feladat. Legyen

szoritassal G csoportot alkot a méatrixszorzasra nézve!
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8.7. Feladat. Keresse meg az alabbi matrixok inverzeit!

1 1 -1 . )
A=l2 —1 4. B a ]7 o sinx c?sz]
c d —cosx sinz
3 -2 -1

8.8. Feladat. Igazolja, hogy ha A invertalhaté matrix, akkor A7 is invertalhato
és (AT~ = (A~HT.

8.9. Feladat. Oldja meg a

matrixegyenletet!

8.10. Feladat. Igazolja, hogy mindazon n x n tipusi matrixok, melyek determi-

nénsa 1, csoportot alkotnak a méatrixok szorzasara nézve!

8.11. Feladat. Csoportot alkot-e a matrixok szorzasara nézve a

H:{[x y] :x,yeR,xQ—FyQ#O}
—y

halmaz?

8.12. Feladat. Legyen A egy olyan négyzetes matrix, melyre A” = 0 valamely n
esetén. Mutassa meg, hogy det A = 0!

114



Irodalomjegyzék

[1] Freud Robert: Linearis algebra. ELTE Eoétvos Kiado, Budapest, 1996.

[2] Gaal Istvan, Kozma Laszlo: Linearis algebra. Kossuth Egyetemi Kiado, Debre-
cen, 2009.

[3] Kiss Emil: Bevezetés az algebraba. Typotex, 2007.

[4] Kovacs Zoltan: Feladatgytjtemény linearis algebra gyakorlatokhoz. Kossuth
Egyetemi Kiado, Debrecen, 2002.

[5] Kiss Péter, Matyas Ferenc: A szdmelmélet elemei. EKTF Liceum Kiado, 1997.

[6] Lovéasz Laszlo, Pelikan Jozsef, Vesztergombi Katalin: Diszkrét matematika. Ty-
potex, 2010.

[7] Székelyhidi Laszlo: Halmazok és fiiggvények. Palotadoktor Bt., 2009.

115



	1. A természetes számoktól a valós számokig
	1.1. A természetes számok
	1.1.1. Teljes indukció

	1.2. Egész számok
	1.2.1. Oszthatóság
	1.2.2. Prímszámok

	1.3. A racionális számok
	1.4. A valós számok
	1.5. Feladatok

	2. Komplex számok
	2.1. Műveletek a sík pontjain
	2.2. Műveletek algebrai alakban adott komplex számokkal
	2.3. Komplex számok trigonometrikus alakja
	2.4. Műveletek trigonometrikus alakban adott komplex számokkal
	2.5. Gyökvonás komplex számból
	2.6. Feladatok

	3. Polinomok
	3.1. Műveletek polinomokkal
	3.2. Polinomok helyettesítési értéke
	3.3. Polinomok gyökei
	3.4. Feladatok

	4. Algebrai egyenletek
	4.1. Algebrai egyenletek megoldóképlete
	4.1.1. Másodfokú algebrai egyenletek
	4.1.2. Harmadfokú algebrai egyenletek
	4.1.3. Magasabb fokú egyenletek

	4.2. Valós együtthatós egyenletek
	4.2.1. Egy közelítő módszer

	4.3. Feladatok

	5. Algebrai struktúrák
	5.1. Feladatok

	6. Kombinatorikai alapok
	6.1. Variáció, permutáció, kombináció
	6.2. Binomiális és polinomiális tétel
	6.3. A binomiális együtthatók tulajdonságai
	6.4. Feladatok

	7. Determinánsok
	7.1. Permutáció, mint bijektív leképezés
	7.2. Mátrixok értelmezése
	7.3. A determináns értelmezése
	7.4. A determináns tulajdonságai
	7.5. Kifejtési tételek
	7.6. A determináns értékének kiszámítása eliminációval
	7.7. Feladatok

	8. Műveletek mátrixokkal
	8.1. Feladatok

	Irodalomjegyzék

